
ÔÎÐÌÓËÛ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎé ÃËÓ6ÈÍÛ â 6ÀÇÈÑÅ { 8, ~}

È ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÊÎÌ6ÈÍÀÒÎÐÍÛÅ ÇÀÄÀ×È

À. À. Ðàçáîðîâ

(Ìîñêâà)

, "
â ðàáîòå ñ ïîìîùüþ áóëåâûõ ôóíêöíé êîäíðóþòñÿ êîì-

áèíàòîðèûå îáúåêòû (ãðàôû, òóðííðû è ò. ä.), ðàçìåð êÎòîðûõ
.~itj, ýêñïîèåíöíàëåí îò ÷èñëà ïåðåìåíèûõ ôóíêöèè. â pÿ~e ñëó÷àåâ
-','-') äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ôîðìóë îãðàíè÷åííîè ãëóáèíû

-"';~." ïîëèíîìèàëüíÎãî ðàçìåðà â áàçèñå { &, ò} , êîòîðûå êîäèðó-
"r,L þò êîìáèèàòîðíûå îáúåêòû, îáëàäàþùèå çàäàííûìè ñâîé-

ñòâàìí.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

ñ ÏÎÌÎÙÜÞ áóëåâûõ ôóíêöèé ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì
êîäèðîâàòü êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû (ãðàôû, òóðíèðû è ò. ä.).
ðàçìåð êîòîðûõ ýêñïîíåíöèàëåí îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ ôóíêöèè.
Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(Xl, ..., Õï, .; ., Õ2ï) ÎÒ 2ï ïåðåìåííûõ êî-
äèðóåò äâóäîëüíûé ãðàô í (ï ñ äîëÿìè {Î, 1 }ï è {0, 1 }ï ÏÎ ïðà-
âèëó (å, b>EH(f)~f(e, 6) = 1. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âçà-

èìîñâÿçåé ìåæäó ñëîæíîñòüþ ôóíêöèè f è ñâîéñòâàìè îáúåêòà.
ñîîòâåòñòâóþùåãî åé ïðè ýòèõ êîäèðîâàíèÿõ. â íåñêîëüêî äðóãîé
ïëîñêîñòè ýòè âîïðîñû ðàññìàòðèâàëèñü â [6].

Áîëåå òî÷íî, ìû ïîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå áóëåâûõ ôóíêöèé,
âû÷èñëèìûõ ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ôóíêöèîíàëüíûõ ñõåì ïîëèíîìèàëü-
íîãî ðàçìåðà è êîäèðóþùèõ êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû, ÊÎÒÎðÛå"
îáëàäàþò çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Ôàêòè÷åñêè ìû èñïîëüçóåì
ôóíêöèîíàëüíûå ñõåìû î÷åíü ñïåöèàëüíîãî âèäà-ýòî ôîðìó-
.'lbl ãëóáèíû íå áîëåå ïÿòè â áàçèñå {&, $}. Äëÿ ñðàâíåíèÿ îò-

ìåòèì, ÷òî äàæå íåêîòîðûå ñèììåòðè÷åñêèå áóëåâû ôóíêöèè
íå ìîãóò áûòü- ðåàëèçîâàíû ñõåìàìè (à, çíà÷èò, è ôîðìóëàìè)
îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû ïîëèíîìèàëüíÎãî ðàçìåðà â áàçèñå"

{&, $} ([1,7,5]).
Ïî÷òè âñå ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ïðèìåðû âçÿòû èç êíè-

ãè [2]. ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå:
à) íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G íà N âåðøèíàõ íå ñîäåðæèò-

ïîëíîãî ïîäãðàôà ðàçìåðà 21og2N, è òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâo-
äëÿ åãî äîïîëíåíèÿ (òåîðåìà 1 íèæå) ;

á) äëÿ ëþáûõ (l-o(I))log2N èãðîêîâ òóðíèðà Ò, â êîòî-
ðîì âñåãî ó÷àñòâóåò N èãðîêîâ, íàéä¸òñÿ èãðîê, âûèãðàâøèé ó
íèõ (òåîðåìà 5).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëàãàåìûõ òåîðåì ñóùåñòâåííî èñ-
ïîëüçóåòñÿ âåðîÿòíîñòíûé ìåòîä. Ïîýòîìó íàøè äîêàçàòåëüñòâà
èå äàþò âîçìîæíîñòè ÿâíî ïðåäúÿâèòü ïðèìåðû ôîðìóë, ñó-

149

razborov



ùåñòâîâàíèå êîòîðûõ ìû óòâåðæäàåì. Íàõîæäåíèå òàêèõ ïðè-
ìåðîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíîé è, ïî-âèäèìîìó, òðóäíîé çà-
äà÷åé.

â § I ââîäÿòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ áóëå-
;âûõ ôóíêöèé, è äîêàçûâàåòñÿ íåñêîëüêî òåõíè÷åñêèõ ëåìì.
â § 2 ìû äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå èñêîìûõ ôîðìóë.

§ 1. ÂÑÏÎÌîÃÀÒÅËÜÍÛÅ ËÅÌÌÛ

Ïóñòü Bï~{0, I}n; Oï~{0, I}Bn- ñåìåéñòâî âñåõ ï- ìåñò-
'Íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n áóëåâûõ ïåðåìåííûõ XI, ..., Õï.
×åðåç ÅÂ îáîçíà÷àåòñÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ïî mod2. Îïðåäå-
ëåíèå ôîðìóëû ãëóáèíû k â áàçèñå {&,ÅÂ} äà¸òñÿ èíäóêöèåé
ïî k. Ôîðìóëà ãëóáèíû î åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, ýëåìåíò ìíî-
æåñòâà {XI' Õ2, ..., Õï, Î, I}. Ôîðìóëîé ãëóáèíû k (â áàçèñå

t
{&,ÅÂ}) íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà * Fi' ãäå Fi-ôopMyËÛ

[=1
òëóáèíû (k-l), à * îáîçíà÷àåò &, åñëè k ÷¸òíî è ÅÂ, åñëè k

íå÷¸òíî. ×åðåç f(F) áóäåì îáîçíà÷àòü áóëåâó ôóíêöèþ f, âû-
÷èñëÿåìóþ ôîðìóëîé Ð; ðàçìåðîì s(F) ôîðìóëû F íàçîâ¸ì
÷èñëî âõîæäåíèé íåèçâåñòíûõ â F .

Ïóñòü òåïåðü ò, Ã, 1- íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
:gn(n, ò, ã) ìíîæåñòâî âñåõ ôîðìóë ãëóáèíû òðè, êîòîðûå
èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

r m n
ÅÂ & ÅÂ (Ël1f1yXyEBël1/1)' (I)

11=1 fI=1 ó=l ,

ãäå Ël1/1; Ël1/1vE{0, I}. Î÷åâèäíî, VFEWl(n, ò, ã) (s(F)<nmr).
Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç wl (ï, ò, ã, l) îáîçíà÷èì ìíî)êåñòâî ôîðìó ë
ãëóáèíû ÷åòûðå â áàçèñå {&, ÅÂ} âèäà

I r m n
& ÅÂ & ÅÂ (Ëil1f1yXyEBëil1/1). (2)
i=! 11=1 /1=1 ó=l

Òîãäà VFEWl(n, ò, ã, l,)(s(F)<nmrl).
Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àéíûå ôîðìóëû F (ï, ò, ã) è F (ï, ò,

r,~l), êîòîðûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâàõ wl (ï, ò, ã)
è wl (ï, ò, ã, l) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

r m n
F (ï, ò, ã)= ÅÂ & ÅÂ (AI1/IYxyEBAI1/I), (3)

11=1 tI=l ó=l

ãäå {À 11/1 ' AI1/Iy}-COBOKynHOCTb èç (ï+ I) ò ã HeçaBÈCÈMÜIX, ðàâíî-
ìåðÍî ðàñïðåäåëåííûõ íà {Î, I} cëy÷aéHÜIX âåëè÷èí. Àíàëîãè÷íî,

I r m n
Ð(ï, ò, ã, l)= & ÅÂ & ÅÂ (Ail1t1YXyEBAil1/I). (4)

[=1 11=1 /1=1 ó=l

Ïîëîæèì òåïåðü f(n, ò, ã) =f {Ð(ï, ò, ã) ) ; f(n, ò, Ã, I)'=
=f(F{n, ò, Ã, 1)). Ýòî-ñëó÷àéíûå áóëåâû ôóíêöèè, íåêîòî-
ðûì îáðàçîì ðàñïðåäåë¸ííûå íà Îï. â § 1 ìû õîòèì äîêàçàòü,
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÷òî íåêîòÎðûå ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ f(n, ò, ã) àíàëîãè÷íû
ÑâÎéñòâàì ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà Îï. Áîëåå òî÷íî, ìû
äîêàæåì, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ï, ò, Ã, t äëÿ ëþáîãî
EsBn òàêîãî, ÷òî I Å I ~t, ðàñïðåäåëåíèå fE (ï, ò, ã) áëèçêî ê
ðàâíîìåðíîìó íà {0,I}Å (çäåñü è äàëåå ÷åðåç fE îáîçíà÷àåòñÿ
îãðàíè÷åíèå áóëåâîé ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâî EsBn).

Ïðåäâàðèòåëüíî äîêàæåì îäíó âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.
Ïóñòü V- ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Ð2 ðàçìåðíîñòè d;
V- íåêîòîðûé ñëó÷àéíûé âåêòîð, êàêèì-òî îáðàçîì ðàñïðåäå-
ë¸ííûé íà V, à VI, V2, ..., Vr -åãî íåçàâèñèìûå êîïèè. Ïoëo-
æèì

r
V(r)~ $ VI.

1=1

'Òîãäà èç îáùåé òåîðèè ìàðêîâñêèõ öåïåé âûòåêàåò, ÷òî åñëè
~[V=O]>O è v íå ñîñðåäîòî÷åí íí â êàêîì ñîáñòâåííîì ëèíåé-
íîì ïîäïðoñòðàíñòâå ïðîñòðàíñòâà V, òî ïðè ã-+oo ðàñïðåäå-
ëåíèå V<r) ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó. Ñëåäóþùàÿ íèæå ëåììà
îöåíèâàåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Àâòîð ãëóáîêî áëàãîäàðåè
Á. À. Ñåâàñòüÿíîâó, óêàçàâøåìó íà ÂÎçÌÎÆÍÎÑÒÜ ñóùåñòâåííî-
ãî óïðîùåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòOé ëåììû.

ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü {VI, ..., Vd}-áaçuc 8 V; ð=
='min {P[v=O], P[v=vJ, ..., P[V=Vd]}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
v Å V ñïðàâåäëèâà îöåíêà

I p[V(r),=V]-2-dI ~e-2pT.

ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ( ) ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå íà V, çàäàííîå ôoðìóëoé (Vi, Vj)=~ij (fJij -ñèì-
âîë Êðîíåêåðà) .Îáîçíà÷èì P![v=v] ÷åðåç pv è ïîëîæèì

.i\v~~Pw(-l)<w.V}. (5)
wEv

Òîãäà

~L\v(-l)<u.V} =~ ~ Pw(-l)<U$w.V} ==

vEv vEv wEv

=~Pw~(-l)<U$w.V} =2dpu,
wEv vEv

òàê êàê

~ (-l)<x.V} = {Od åñëè õ+O
vEv 2 , åñëè õ=O.

Èòàê,

Pu=2-d~llv(-1)<u.V} (6)
vEv
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Ïóñòü òåïåðü äàíû äâà cëy÷aéHb~ HeçaBÈcèìü~ âåêòîðà Vl

è V2 ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè Ð [vl=U]=2-d ~ l1;i>(-I)(U. v)(i=l, 2).

vev
Òîãäà

Ð [Vl(3;)V2=U]= ~ Ð [Vl=Ul]. Ð [ V2=U(3;)Ul]=

u1eV

=2-2d~ ~ ~ I1;~>ä;~> ( -I)< (è,. V1 ) $(è$è,. v.) > =

è, V1 v.

2-2d I~ ä;I,> ä;~>(-I)(è. v.) I (-I)(è1. v,$11.) =

111 v. è,

= ~d~ä;1>ä;2>(-1)(è.v).
v

Îòñþäà è èç (6) ïîëó÷àåì

Ð [V<r> =è] = 2-d ~ ävr ( -1) ( è. v) .(7)

vev
Äàëåå, 110=1 ñîãëàñíî (5). Åñëè æå vi'O, òî ñóùåñòâóþò
Wl, w2e{O, VI, ..., Vd}' äëÿ KOTOpb~ < Wl' V) i' < W~, V) è, ñëå-
äoâàòåëüío, I ä v '0< 1- 2.11. Ïîýòîìó èç (7) âûòåêàåò

I Ð [V<r> =u]-2-di î< òàõ 15vr 10<= (1-2ð)Ã ~e-2pã .

vev
v '1"0

Ëåììà I äîêàçàíà.
Íàïîìíèì, ÷òî f(n, ò, ã) =f(F(n, ò, ã)), ãäå ñëó÷àéíàÿ

ôîðìóëà Ð(ï, ò, ã) çàäà¸òñÿ ñ ïîìîùüþ (3) , à 'Å îáîçíà÷àåò
îãðàíè÷åíèå áóëåâîé ôóíêöèè f íà Å.

ËÅÌÌÀ 2. Ïóñòü ò, Ã, d-HaTypaëbHÛe ÷èñëà; d~2m-l è
äàíû Es;:Bn; IEI=d è~E{O, l}Å. Òîãäà

I P[fE(n, ò, r)=cp]-2-djî<e-(r/2m). (8)

ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå áóëåâû ôóíê-
öèè f(n,m) í f(n) ñîîòíîøåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè (3) è (4):

m n
f (ï, ò) ~ & (3;) ().I1)'Õ)'(3;)).II) ;

1I-1)'-1
n

f (ï)~ (3;) ().)'õ)'(3;)).),
)'=1

ãäå âñå ë íåçàâèñèìû è ðàâíoìåðío ðàñïðåäåëåíû íà {0,1}. Çà-
ìåòèì, ÷òî f(n, ò, ã) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ïî mod 2 ã íåçàâèñèìûõ
ýêçåìïëÿðîâ f(n, ò) .Ìû ñîáèðàåìñÿ ïðèìåíèòü ëåììó I â ñè-

òóàöèè V={O, I}Å; v=fE(n, ò) .
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â êà÷åñòâå áàçèñà fVI, ..., Vd} âîçüì¸ì ôóíêöèè
{X.18EE}, ãäå õ.(á) =1~á(áEE; õ.Å{O,I}Å). Î÷åâèäíî, äëÿ
ëþáîãî 8 ÅÂ.. èìååì P(I(n) (8) = 1]= 112. Áîëåå òîãî, åñëè
81Ô82, òî l(n)(81) è I(ï)(82)-ÄBe ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå ëè-
íåéíûå ôîðìû îò ñëó÷àéíûõ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí {Ë1, ë},
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåë¸ííûõ íà {Î, 1}. Ïîýòîìó I(n) (81) è

I (ï) (82) íåçàâèñèìû è, â ÷àñòíîñòè,
P[I(n) (81) =111(ï) (82) =1] =1/2(81*82). (9)

Òàê êàê I(n, ò) -êîÍüþíêöèÿ ò íåçàâèñèìûõ ýêçåìïëÿðîâ
I(n) , òî èç (9) âûòåêàåò

P[I(n, ò)(81)=111(ï, ò) (82)=1]= } (10}

= ð [I (ï, ò) (8È= 1]=2-ò (81 =/=82).

Íç (10) è d~2m-1 ïîëó÷èì

ð [I Å (ï, ò)=0]=Ð [V8EEI (ï, ò) (8)=0] >

> 1-IEI.2-m>~;

ð [I Å (ï, ò) =- Õå} = ð [I (ï, ò) (8) = 1 &ÓáÅÅ (á=/= 8=>

=:>-I(n, ò) (á)=0)]~P[I (ï, ò) (8)=1] ð[ÓáÅÅ(á=/= 8=:>-

=:>-1 (ï, ò) (á)=0)1 I (ï, ò) (8)= 1] >

>2-m l1-~ P[I(ï,ò)(á)=111(n, ò) (8)=1]
»OÅÅ

O+å

>2-ò (l-d.2-m»2-m-1.

Òàêèì îáðàçîì, min {P{IE=O], P(IE=X8] (8ÅÅ)};:::2-ò-l. Äîêà-
çàòåëüñòâî çàâåðøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì ëåììû 1.

Ëåììà 2 ñàìà ïî ñåáå íå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü íèêàêîãî âûâî-
äà î ñòðîåíèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè I Å (ï, ò, ã) â ñëó÷àå, êîãäà
IEI âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ Ã. Èíîãäà ýòî ñòàíîâèòñÿ âîçìoÆ-

íûì, åñëè äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ëåììó:
Ëåììà 3. Ïóñòü t~2s-HaTypaëbHÛe ÷èñëà; 0<8,6<1;

À1, À2, ..., At -ñîáûòèÿ òàêèå. ÷òî

VI~{I, ..., t}(III<s=:>-IP[i~JAJ-eIJlj<6). (11)

Òîãäà

ð [~1 Ai] > 1-e-et-(~+1) (6s+&).

ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìoòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé, êoãäà s

÷åòíî. Ââåäåì â ðàññìoòðåíèå HeçaBÈCÈÌÜIe ñîáûòèÿ Â1, Â2, ..., Bt..
êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò âåðîÿòíîñòü 8. Çàïèøåì âåðîÿòíîñòè
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Ð[ó AI ] è ð [ \I BI] ïî ôîðìóëå âêëþ÷åíèé è ÈCK7IÞ×eHÈÉ:
,-1 1=1

ð[ \I Ai] = i' (-1)Ó+1 ~ ð [ & Ai ] > \ ~J\ftJ'#()j. /-1 Ó=! III=Y [Å! " ~ûqîô ~ (12)

8 :)t;.q (,)1i~~'
>~ (-I)Ó+1 ~ ð [ & Ai ] ~~ ,

IIó=1 III=Y Å. ,;(..i"t:"~tl. ( '
, ' -.., ot } * "",,"' "';!

" -",. ~ 4~

(íåðàâåíñòâî âåðíî ïðè ÷åòíîì s); , ,N5~(~)- à; (:

t J#4iIl}~
[ t ] I r~~\:cf$;,. ~

--\'+1 III. }!'ð ó BI -~ ( 1) I 8 ~ ~~~~..i1
(13),=1 \'-1 I I I -\, "

"",

s ~.,~~

~~ (-I)Ó+1 I 811'+ ~ 8à+1. ':'"'
Ó-1 11,=Ó 111=8+1 =::':

ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (11) âûòåêàåò îöåíêà " .

8 8

~! (-1)Y+11~YP[1~lA,]>~(-1)Y+11~\,811j-ás(:). (14)

Êðîìå òîãî, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè BI'

p [ \I BI ] =1-(1-8)t>1-e-8t. -~f\t (15)
1=1 f

Èç (12), (14), (13), (15) äëÿ ÷åòíîãî s âûòåêàåò

ð [~1 AI]>1-e-8t-ás(~)-8"+1(~+1» ~<r<
.

> 1-e-8t -(~+ I) (ás+,88+1).

Åñëè æå s íå÷¸òíî, òî äîñòàòî÷íî â âûøå ïðèâåä¸ííûõ ðàññóæ-
äåíèÿõ èçìåíèòü çíà÷åíèå s íà (s-l). Ëåììà äîêàçàíà.

§ 2. ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÛÕ ÇÀÄÀ×

,1' -Êîìáèíàòîðíûå îáúåêòû, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü, ñóòü íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû (áåç ïåòåëü è êðàòíûõ
ð¸áåð), òóðíèðû è äâóäîëüíûå ãðàôû. Çàôèêñèðóåì ñïîñîá
êîäèðîâêè Ýòèõ îáúåêòîâ áóëåâûìè ôóíêöèÿìè.

×åðåç ~ îáîçíà÷èì npoèçBOËbHÛé (íàïðèìåð, ëåêñèêîãðàôè-
÷åñêèé) ëèíåéíûé ïîðÿäîê íà Âï. Áóëåâà ôóíêöèÿ
f (XI, ..., Õï, ..., Õ2ï) êîäèðóåò íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G (ï
ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí Âï; òóðíèð ò (ï ñ òåì æå ìíîæåñòâîì
âåðøèí è äâóäîëüíÛé ãðàô í (ï s;Bn ÕÂï ñëåäóþùèì îáðà-
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çîì: ~;C\m-l
o(Ë~<Bï; {(å, á)Ie, áåÂï&e-<á&!(e, á)=l}) ; 'l}",~i,~t;\ ;:~,i

T(Ë~ < Âï; { < å, á) (å<6&! (å, 6)=1)V \~c}'~}Ñ-'\;

V(6-<e&! (á, e)=O)} ) ;

H(Ë~{ < å, 6 ) I!(e, 6)=1}.

×åðåç Lh(f) áóäåì îáîçíà÷àòü ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ðåàëèçàöèè ôóíê-
öíí f ôîðìóëàìè ãëóáèíû k â áàçèñå {&, $}, ò. å. ìèíèìàëüíûé
âîçìîæíûé ðàçìåð s(F) ôîðìóëû F ãëóáèíû k â áàçèñå
{&, $} òàêîé, ÷òî f (Ð) = f .

Íàø ïåðâûé ïðèìåð ñâÿçàí ñ òåîðåìîé Ðàìñåÿ. ×åðåç ro(O)
îáîçíà÷àåòñÿ KOËÈ×ecTBD âåðøèí â ìàêñèìàëüíîì ïîëíîì ïîä-
ãðàôå ãðàôà Î. Ïîëîæèì ffi(o)~max{ro(o), ro(co-o)}, ãäå
ÑÎ-O -ãðàô, äîïîëíèòåëüíûé ê ãðàôó Î. Ïóñòü ãðàô' on
èìååò 2ï âåðøèí, òîãäà î ïðåäåëðõ, â êîòîðûõ ìîæåò èçìå.

íÿòüñÿ çíà÷åíèå (;)(Îï), èçâåñòíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
-à) íåêîíñòðóêòèâíî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ãðàôîâ Îï ñ

{I) ( Îï) ~2ï ((2]:, ñ. 24) ;

á) minro(on»n ([2], ñ. 24);
Îï

â) ïîñòðîåí ÿâíûé ïðèìåð ãðàôîâ Îï òàêèõ, ÷òî ro (Îï) <
< 2ïÇ/4 ([4, 3]). ~

ò å î ð å ì à 1. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóëåâûõ
ôóíêöèé! ï (Xl' ..., Õï, Xn+l' ..., Õ2ï) òàêàÿ, 'tmo

La (! ï) = Î (n51og ï)

è

-þ(î (! ï))<2ï

äëÿ äocòaòo'tHO áîëüøèõ ï.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ò= L21og2n+3~, Ã=

= L 40ï4 ~ è paccMoTpè~ ñëó÷àéíóþ áóëåâó ôóíêöèþ
I =' (2ï, ò, ã). Òîãäà

P~(o(I»)>2n+l]=P [av~Bn(\VI=2n+l&
} (16)

&(Ê (V)~o (I)V ê (V) n î (1)= 0)],

ãäå ÷åðåç ê (V) çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àåòñÿ ÏOËÍÜIé ãðà(ð
ñ ìíîæåñòâàì âåðøèí V. Ïîëîæèì Å (V) = { < å, á) I å, áeV & e<á}.
Òîãäà óñëîâèå ê (V)~o (I) V ê (V) n î (I) = 0 çàïèñüòàåòñÿ
â âèäå IE(v)=OVIE(v)=I. Åñëè IVI=2n+1, òî IE(V)I=
=ï(2ï+1) è Âûïîëíåíà ïîñûëêà d<2m-l ëåììû 2 (ïðè

d=n(2n+1». Ïðèìåíèâ ýòó ëåììó, ïîëó÷èì
,ð [' 1VI Î] O(2 -n(2n+l» \"Ñ (17)E(V)= E(V)= = ."I",

,;; , ~{.,:( 1$

razborov

razborov



Èç (16) è (17) íàõîäèì .

ð ["(;;:(à (I» > 2ï+ 1] =Î ( (2ï2~ 1).2-n(2n+l) )=î (1)

è, çíà÷èò, äëÿ íåêîòîðîé ôîðìóëû F ïÅ!È (2ï, ò, ã) ñïðàâåäëèâî

"(;;(a(/(Fn»)<2n. Êðîìå ÒÎÃÎ, s(Fn)<2nmr=0(n51ogn). Òåî-

ðåìà 1 äîêàçàíà.
Íàø ñëåäóþùèé ïðèìåð àíàëîãè÷åí òÎëüêî ÷òÎ ðàññìîòðåí-

íîìó. Òóðíèð ò íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèÂíûì, åñëè ñóùåñòâóåò
óïîðÿäî÷åíèå à åãî èãðîêîâ òàêîå, ÷òî (i,j)ET òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà a(i) <àÈ). ×åðåç v(T) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî èãðî-
êîâ â ìàêñèìàëüíîì òðàíèçèòèâíîì ïîäòóðíèðå òóðíèðà Ò.
Ïóñòü ìíîæåñòâî èãðîêîâ òóðíèðà Òï åñòü Âï.Èçâåñòíî, ÷òî

à) ñóùåñòâóþò òóðíèðû ò n ñ v{T ï)~2ï+1 ('[;2], ñ. 7) ;

á) min v (Ò ï) > ï+ 1 ([2], ñ. 7).
Òï

ò å î ð å ì à 2. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóëåâûõ ôóíê-
÷èé f n (XI, ..., õï, Xn+l, ..., Õ2ï) òàêàÿ ÷òî

Ls(fn) = î (n51og ï)

è

v(T(fn». ~2ï+1 ,

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëûöèõ ï.
ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñò-

âó ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Íàäî ëèøü âìåñòî ìíÎæåñòâ v ìîù-
íîñòè (2n+I) ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâà ìîùíîñòè (2ï+2) è ñî-
áûòèå (fE(v)= I VfE(v)='0) çàìåíèòü íà ñîáûòèå «fE(v) çàäàåò
òðàíçèòèâíûé òóðíèð íà ìíîæåñòâå èãðîêîâ V». Òîãäà ìîæíî
äîêàçàòü îöåíêó

ð [v (Ò (1»> 2ï+2]=0 ((2;~2) (2ï+2)! .2-(n+I)(2n+t))=

=0 (2n(2n+2)-(n+I)(2n+11=0 (1),

ïîñëå ÷åãî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 çàâåðøàåòñÿ àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû I.

Äâà ñëåäóþùèõ ïðèìåðà îòíîñÿòñÿ ê ôîðìóëàì ãëóáèíû 4.
Ïåðâûé èç íèõ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ òàêèõ ôîðìóë ìîæ-
íî ñòðîèòü ìíîæåñòâà «îáùåãî ïîëîæåíèÿ» â ëéíåéíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ íàä F 2.

Ïóñòü S~Bn (Âï ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñò-
âî íàä ïîëåì F2) ; õ, ó- âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ñêàæåì, ÷òî s
îáëàäàåò (õ, ó) -ñâîéñòâîì, åñëè v L ( L -ëèíåéíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â Bn&dim(L)~x*ILnSI<y). Áóëåâîé ôóíêöèè
f (XI, ..., õï) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî s (ï ~B", ñî-
ñòîÿùåå È3 òåõ åÅÂï, äëÿ êîòîðûõ f ( å) = I.
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Òåîðåìà 3. Ïóñòü O<à<l; a<~. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé fn(X1,. ..,õï) òàêàÿ, ÷òî

L4(fn) =O(nglog ï),
s (f ï) îáëàäàåò ( àï, ~ï) -ñâîéñòâîì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è

I s (! ï) 1=.Q(2n(1-t)<1-CX»).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ò'::: Llog2(3fin)-', Ã= L6~n2-"

l ( à (l-à) ) 4= L à+ .~ ï+~-,. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àéíóþ

ôóíêöèþ I (ï, ò, ã) è ïðèìåíèì ê íåé ëåììó 2 äëÿ äâóõ çíà÷åíèé
d:d= 1 è d= L ~ï-,. Ìû ïîëó÷èì:

V 8ÅÂïÐ [I (ï, ò, ã) = 1 I = 2-1 (1+,0 (e-tJn), (18)

VE~Bn(IEI= L~-'~P[IE (ï, ò, r)=II= -

=2-L~n-l(1+0 ((-;-)-fln). (19)

Îáîçíà÷èì òåïåðü g=f(n, ò, " [). Òàê êàê 9 ÿâëÿåòñÿ êîíü-
þíêöèåé l íåçàâèñèìûõ ýêçåìïëÿðîâ f(n, ò, ') è [<ï, ÒÎ èç
(18) è (19) ñîîòâåòñòâåííî âûòåêàåò

Ó8ÅÂïÐ [g (8)= 11 =2-1 (1 + î (1», (20)

yE~Bï ( 'Å 1= L~n-, ~ ð [gE= 11=2-Lfln-l[ (1 +0(1))). (21)

Ñóììèðóÿ (20) ïî âñåì 8ÅÂï, ïîëó÷èì

M[IS(g) '] =2ï-Ñ(1+0(1». (22)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
T~{E~BnIIEI =;l!~nj&E ïîðîæäàåò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî ðàçìåðíîñòè ~aï} .
Òîãäà, ñ ó÷åòîì (21) ,

P[S(g) íå îáëàäàåò (àï, ~)-CBOéCTBOM1=
}=P[aEET(gE=I)]=O(I Ò 1.2-Lfln.J[). (23)

Îöåíèì ñâåðõó ITI. Êàæäûé ýëåìåíò ÅÅÒ äîïóñêàåò ðàç-

áèåíèå <Å', Å"), ãäå E'UEI/=E; E'nEI/=J25; IE'I =[àï]; EI/ ñî-

äåðæèòñÿ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå, ïîðîæäåííîì ìíîæåñòâîì

Å'. I Ò! íå ïðåâûøàåò ÷èñëà ïàð <Å', EI/) , îáëàäàþùèõ óêàçàí-

íûìè ñâîéñòâàìè. Êîìïîíåíòó Å/ ìîæíî âûáðàòü íå áîëåå, ÷åì

(2ï)"ï=2("ï 8» ñïîñîáàìè. Ïîñëå ÒÎÃÎ, êàê. Å' âûáðàíî, ëþáîé

âåêòîð â EI/, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòî-

ðîâ èç Å', ìîæíî âûáðàòü íå áîëåå, ÷åì 2"ï, ñïîñîáàìè. Ñëåäî-

âàòåëüíî, âòîðóþ êîìïîíåíòó EI/ (ïðè ôèêñèðîâàííîì Å')

ìîæíî âûáðàòü íå áîëåå, ÷åì 2"ï«~-")ï+2) ñïîñîáàìè. Îêîí÷à-
òåëüíî ïîëó÷àåì îöåíêó I Ò I ~2ï 8 (,,+,,(~-"»+2"ï. Ïîäñòàâëÿÿ åå â

(23) , óáåæäàåìñÿ, ÷òî

P[S(g) íå îáëàäàåò (aï,~ï)-cBoéCTBOM]=O(2-ï). (24)
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Ïî ôîðìóëå ïîëíîãî ìàòåìàòè÷åñêÎãî îæèäàíèÿ, M[!I S (g) I] =

=M[!IS(g) I iS(g) îáëàäàåò (àï, ~ï)-CBOéCTBOM] XP[S(g) îá-
ëàäàåò (aï,~ï)-cBoéCTBOM ]+M[IS(g) IIS(g) íå îáëàäàåò
(àï, ~ï)-cBoéCTBOM] õ P[S(g) íå îáëàäàåò (àï, ~ï)-cBoéCTBOM].
Ïîäñòàâèâ ñþäà (24) è çàìåòèâ, ÷òî çàâåäîìî IS(g) '~2ï, ïî-

ëó÷èì

Mi[!IS(g) 1]~M[IS(g) IIS(g) îáëàäàåò (àï, ~ï)-cBoéCTBOM]+

+0(1).

Äàëåå, ñ ó÷åòîì (22) è ñîîòíîøåíèÿ ï-1-+îî, íàéäåì

M[jIS(g) i IS(g) îáëàäàåò (àï, ~ï)-cBoéCTBOM] =Q(2n-l).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî âûáðàòü FnE[Jl(n, ò, Ã, 1) òàê, ÷òî
S(f(Fn)) îáëàäàåò (àï, ~ï)-cBoéCTBOM è IS(f(Fn)) I =Q(2n-l).
Êðîìå òÎãÎ, s(Fn)~nmrl=O (n31og ï) .Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Âòîðîé ïðèìåð, îòíîñÿùèéñÿ ê ñõåìàì ãëóáèíû 4, ñâÿçàí ñ
ïðîáëåìîé Öàðàíêåâè÷à ([!2] , ñ. 62) .Ñêàæåì, ÷òî äâóäîëüíûé
ãðàô H~A1XA2 îáëàäàåò (à, Ü)-ñâîéñòâîì, åñëè VB1~A1VB2~
~A2(IB1I =a&IB21 =b*B1XB2 ~ Í). Ïðîáëåìà Öàðàíêåâè÷à
çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ð¸áåð
kab(IA1I, IA21) â äâóäîëüíîì.ãðàôå H~A1XA2. îáëàäàþùèì
( à, Ü) -ñâîéñòâîì. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ à = Ü =

=const, À! =À2=Âï, ï-+îî. Îòíîñèòåëüíî íåãî èçâåñòíû ñëå-

äóþùèå ôàêòû:
à) ñóùåñòâóþò Íï, îáëàäàþùèå (à, à)-ñâîéñòâîì è òàêèå, ÷òî

( ï( 2-~ ))I Hn/=Q 2 ([2], ñ. 64),

( ï( 2-1-) )á) max{IHnllHn îáëàäàåò (à, à)-ñâîéñòâîì}=O 2 à

([2], ñ. 64).
ò å î ð å ì à 4. Äëÿ ëþáîãî à;;::2 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé fn(Xl, ..., Õï, ..., Õ2ï) òàêàÿ, ÷òî
L4(fn) =0(n2Iogn),

í (' n ) îáëàäàåò ( à,à ) -ñâîéñòâîì è

I í (! ï) I=Q(2n(2-~)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ò= llog2(2à2)1, r=l5a21og2nl,

[= l ï ~+ 1J. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå g=f (2ï, ò, Ã, [) è ðàñ-

ñóæäàÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìÐ! 3, ïîëó÷èì

yE~Bï õ Âï ( I Å l=a2==:>P [gE= 11=2-a1t (1 +î (1)),

M[/H(g)!]>i.22n-l. (25)

Àíàëîãè÷íî (23), ïîëó÷èì èç (25), ÷òî ð [Í (g) tle îáëàäàåò (à, à)-

ñâîéñòâoì]=22ïà-à"! (1 +0 (1)). Äàëåå, 22ï.ð [Í (g) íå îáëàäàå ò
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(à, a)-cBOéCTBOM]=22n+2na-all (1 +0(1)).<:} .22n-l. Ïîñëå ýòîãÎ ÄÎ-

êàçàòåëüñòâÎ çaBeplllaeTCß àíàëîãè÷íÎ äîêàçàòåëüñòâó TeopeMbI 3.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêoËüêo áîëåå ñëoæíûå ïðèìåðû ïðè-

ìåíåíèÿ HalllefI òåõíèêè.
.Ãîâîðÿò, ÷òî òóðíèð ò îáëàäàåò ñâîéñòâîÌ S(k}, åñëè äëÿ

âñÿêîãî ìíîæåñòâà v èç k èãðîêîâ íàéäåòñÿ êàêoé-ëèáo äðóãîé
èãðîê, ïoáeäèBlllÈÉ âñåõ èãðîêîâ èç V. Ïóñòü ñíîâà Âï åñòü ìíî-

æåñòâî èãðîêîâ òóðíèðà Òï. Òîãäà, åñëè Òï îáëàäàåò S(k)-

,ñâîéñòâîì, òî k~n; ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
'ÃóðÍÈðOÂ Òï ñî ñâîéñòâîì S(n(1-0(1))) ([2], ñ. 42).

Ò å î ð å ì à 5. Ñóùåñòâóåò ïîÑËåäîâàòåëüíîÑÒÜ áóëåâûõ
.ôóíêöèé Sn (XI, ..., Õï, ..., Õ2ï'} òàêàÿ, ÷òî

Lç(fn) =0(n710g ï)

.u òóðíèð T(fn) îáëàäàåò S(n(l-o(l)))-cBOaCTBOM.
ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïà-

.ðàìåòðoâ: ò= [1og2(64ïç)], Ã= [!3000ï6], k= [n-21og2n], S=

= L20n2 J .Ïóñòü i= f (2ï, ò, ã) , òîãäà
Ð[Ò (I) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì s (k)]=P [ÇV o~

} (26)
~Bï ( I v î I =k& l(çVEBn " v oYVoEV î < v, Vo ) ÅÒ (I)))].

Îáîçíà÷èì äëÿ vf!:Vo ÷åðåç E(Vo,v) ìíîæåñòâî íàáîðîâ È3

Âï õ Âï, ÎÒ KOTOpbIX çàâèñÿò äóãè èç V î õ {V}:

Å (V î, V)~{ ( Vo, V) I voEV o&Vo<V} u { ( V, Vo ) I voEV o&V <Vo}.
Òîãäà ñîáûòèå yvoEV 0 ( V, Vo ) ÅÒ (i) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

IE(v..v)=lpE(V..V), ãäå IpE(V..v) -íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ è3 {Î, I}E(v..v>.
Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Âï" V 0:Âï " V o={Vl'. .., VJ
{t=2n-k) è îáîçíà÷èì ÷åðåç À! (l.<:i<t) ñîáûòèå IE(v..v;)=
=lpE(V..vi)' Òîãäà äëÿ ëþáîãî I~{I,. .., t} äëÿ ìíîæåñòâà
u Å (Vo, vJ ìîùíîñòè d.<:ks ìî>êíî ïðèìåíèòü ëåììó 2. Ìû

lE'
ïîëó÷èì

I ð [l~ IE(v..V;)=lpE(v..vt)l-2-kllll .<:å-20ïÎ.

Äàëåå, íà îñíîâàíèè ëåììû 3 (e=2-k, á=å-20ïî),

ð [l (~l À! )]=0 ( e-t/2k -1- (s t 1)(å-20ïî+2-k8) ) =Î (2-ïî).

Ó÷èòûâàÿ (26), íàéäåì

ð [Ò (I) íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì s (k)l=O ((~).2(-ïo> )=î (1).

<:ëåäoâàòåëüío, íàéäåòñÿ ôîðìóëà f"nE~(2n, ò, ã) òàêàÿ, ÷òî

T(f(Fn)) îáëàäàåò ñâîéñòâîì S(k) è s(Fn)~2nmr=0(n710gn).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Äâà íàøèõ ïîñëåäíèõ ïðèìåðà îòíîñÿòñÿ ê àññèìåòðè÷åñêèì
ãðàôàì {[2, ñ. 82-88]). Àññèìåòðèÿ À{Î) íåîðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà Î îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì À { Î) ~min { I D I I G ~D îá.
ëàäàåò íåòðèâèàëüíûì àâòîìîðôèçìîì} {D- íåêîòîðîå ìíoæå.
ñòâî äóã).

Ìàêñèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ àññèìåòðèÿ À {Îï> ãðàôà Îï ñ 2ï-

âåðøèíàìè ðàâíà 2ï ( i -0{1) ) {[2]).

1
ò å î ð å ì à 6. Ïóñòü à < 8 < 12. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïoñëå-

äoâàòåëüíoñòü áyëeâblX ÔyHIlÖèé 1 ï{Õl' ..., Õ2ï) òallaÿ, ÷òî

Lç{1ï)=O{ï17-81og,8logï); Ls{1n)=O{nSlogn) è

À {Î (1 ï»> (Ü-8 ).2ï

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ï.
ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ãðàô:

oo~a ( ffi XIXn+I
) .{27)

1=1

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç ( ) CI<aëÿpHOe ïðîèçâåäåíèå íà Âï,
ï

çàäàâàåìîå ôîðìóëîé ( {81' ..0, 8ï), {61, î .., 6ï) ) = Ef) 8161, òO
1=1

00= ( Âï, {{8, 6) I ( 8, 6 ) = 1} ) .

Íàïîìíèì, ÷òî S (1 (XI' ..., Õï»={8ÅÂï 11 (8)= 1} è ê {V)=

={(8, 6)18+6&8, 6EV} äëÿ V~Bn. Çàìåòèì, ÷òî

ê {S {/»=0 {1 (XI' ..., õï)&1 {Õï+l' î î Î, Õ2ï».

Ôèêñèðóåì òåïåðü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:l (32ïà )] l l000n4 j l ( 2 )] 18W jò = lOg2 8 ' Ò = 82 , l = lOg2 8 ' d = L 7 .Ââåäåì

â ðàññìîòðåíèå ñëó÷àéíûå áóëåâû ôóíêöèè f=J (ï, ò, Ò) è
g=f {ï, ò, Ò, [) è îïðåäåëèì ñëó÷àéíûé ãðàô î ôîðìóëîé

O=Ool:::,.K{S{g». {29)'

Òîãäà

ð [.4 {Î)-< (h- 8).2ï] =Ð [Ço-íååäèíè÷íàÿ ïåðåñòà-

íîâêà ìíîæåñòâà BnaD~K {BJ(ID 1-«b-8) 2ï& (çà),

&d{O)l:::,.O=o{D)l:::,.D)] -<Ð [Çcr-HeeäètlÈ×Haÿ ïåðåñòà-

íîâêà ìíîæåñòâà Âï (! o{O)l:::,.O 1-< (~- 8) 2ï+l):] .

Ïóñòü òåïåðü

Aut~{o I 0{00)=00}=
} 1)

={OjV8, 6ÅÂï( ( 8, 6) = ( 0(8), 0(6) ) )} {3 1
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Óñòàíîâèì òðè ïðîñòûõ ñâîéñòâà ìíîæåñòâà Aut.
ó ò â å ð æ ä å í è å 1°. (jEAut*(j -ëèíåéíûé àâòî.ì.îðôèçì.
Â ñàìîì äåëå, äëÿ âñåõ è, v, õÅÂ" èìååì

(à(è) El)(j(v) El)<1(UEl)v) , Õ)=«1(è), x)Å!Ý(a(v) , õ)Åç:)

Ô«1 ( uEl)v ) , Õ> = (è, <1-1 (Õ) )El)(v, <1-1 (õ) )Åç:)

El)(uEl)v, à-1{õ»=0. Ñëåäîâàòåëüíî, <1(U)El)<1(v)El)

El)<1{UEl)v) =Î.

ó ò â å ð æ ä å í è å 2°. I Aut I ~2ï. .
, Íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç 1°.

ó òâ å ð æä åíè å 3î. <11EAèt=>-ÇuEBn ( degO'(a.)~a. (u»i.2n).

Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé, êîãäà <1 ëèíååí. Òîãäà ~è, v Å

'ÅÂ" «è, v>*«1{U), <1(v») è, ñëåäîâàòåëüíÎ, ìíîæåñòâî {xl(u,
Õ> = (à(è) , à(Õ) > }, ÿâëÿÿÑÜ ñîáñòâåííûì ëèíåéíûì ïÎäïðîñòðàí-
ñòâîì â Â", èìååò ìÎùíîñòü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ 2"-1, è ìû ïî-

.ëó÷àåì dega(Go )t.Go «1(è»:;;;:ñ2"-I.Åñëè æå <1 íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, òî äëÿ íåêîòîðûõ è,
v ÅÂ" èìååì à(è) El)<1(v) *<1(UEl)v) è, ñëåäîâàòåëüíî, I HI =2"-1,
räe H~{xl«1(U), x)El)«1(v), x)*«1(UEl)v), Õ)}. Êðîìå òîãî,

äëÿ ëþáîãî õÅÍ èìååò ìåñòÎ õîòÿ áû îäíî èç òðåõ íåðàâåíñòâ
(è, à-1(õ»*«1(è), Õ); (v, <1-1(X»*«1(v), Õ); (uEl)v, à-1(õ»*
*«j(UEl)v), Õ), òàê êàê, ðàçóìååòñÿ, (è, (j-l(X»El)(v, à-1(õ»=
=(uEl)v, <1-1(õ». Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå
ñïðàâåäëèâî õîòÿ áû äëÿ îäíîé èç òðåõ âåðøèí à(è), cr(v),

o(uEl)v).
Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îöåíêå âåðîÿòíîñòè (30). Ðàçáåðåì

âíà÷àëå ñëó÷àé <1EAut; <1*1. È3 îïðåäåëåíèé (31), (29), âûòå-

êàåò, ÷òî <1(G)äG=<1(K(S(g»)ÄK(S(g) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ð lÃl<1(O).6ol« é-8 ) 2n+1J < }-(32)
<Ð [I <1 (S (g».6S(g) 1<2n!2+1] «jEAut).

Òàê êàê â ñèëó 1° (1 ëèíååí è <1*1, ÒÎ Ker(lEl)<1) -ñîáñòâåí-

íîå ëèíåéíÎå ïîäïðîñòðàíñòâî â Â" è, çíà÷èò ,

l{ul(j(U)*U}\:;;;:C2"-I. (33)

Âûáåðåì ìàêñèìàëüíóÞ ïî ìîùíîñòè ñèñòåìó {VI' W!' ..., VI' WI}
èç 2t ïîïàðíî ðàçëè÷íü1Õ ýëåìåíòîâ Âï òàêèõ, ÷òî cr(Vi)=cr(WJ.
Èç ìàêñèìàëüíîñòè ýòîé CHCTeMbI è (33) âûòåêàåò, ÷òÎ t>2n-3.

ã2n-ç lÂûäåëèì òåïåðü â íàéäåííîé ñèñòåìå L d ïîïàðíî íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ïàð (Vj' Wj) ïî d ïàð â êàæäîì:

Vi={V~i), W~i), ...,V~i), W1i)}(l<i<[~.]).
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Òîãäà

ð [10 (S (g».6.S (g)1 < [~JJ -<Ð [ Ç1-<i-<[~ JY

)Ól-< j -< d (w)I)ES(g)=>-V)I)ES (g»]= (34)

=Î (2ï.ð [Ó1-< j -<d(g (wJ=I=>-g (VJ= 1)]),

ãäå VI, Wl, ..., Vd, Wd ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïðèìåíèâ ê ìíîæåñòâó
Å= {VI, Wl, ..., Vd, Wd} ëåììó 2, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
<ðÅ {Î, 1 }Å ñïðàâåäëíâî

ð [IE=cp]=2-2d (1 +0 (22de-r/2m». (35)

Ðàññìîòðèì åùå ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ "â, ðàâíîìåðíî ðàñïðå-
äåëåÍÍóþ íà {o,I}Å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 11, '~, ...,I~ íåçàâèñèìûå( 1 I

) '1 '2

ýêçåìïëÿðû 'Å â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ g= & 'Å : à ÷åðåç 'Å, 'Å,...

i=1, 1 ,
..., 'Å-íåçàâèñèìûå ÝK3e~òëÿpû ,Å. Òîãäà (35) ïåðåïèñûâàåòñÿ
â âèäå

, m
ð [IE=<p}=P [IE=cp] (1 +0 (22de-r/2 ». (36)

Ïîäñòàâëÿÿ âÌåñòî Ò, ò, d, 1 èõ çíà÷åíèÿ, óáåæäàåìñÿ, ÷òÎ

122de-r/2m=0 (1). (37)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ÑÐl' ÑÐ2' ..., CP1E{0, I}Å èç (36) âûòåêàåò

P[I!11=cPl]=0 (pL~lfk=cPl])'

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ À, çàâèñÿùåãî

îò ÑÐÅ{O, 1 }Å, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ð IA (gE)]=0 (Ð [À (gE)])'

ãäå gE= ~ ii -ñëó÷àéíàÿ ôóíêö-èÿ èç {0,I}Å, íåçàâèñèìî ñ âå-
1=1

ðoÿòíOCòüþ 2-1 îáðàùàþùàÿñÿ â åäèíèöó íà âñÿêîì âõîöå è3 Å .
â ÷àñòíîñòè,

ð [Ó1-< j -<d(g (Wj)= 1:=>îg (Vj)= 1)}=
, ,

=0 (Ð IVl-< j -<d (g (Wj)= 1:=>îg (vJ= 1)])=

=0 «1- 2-1 (1-2-1»d)=0 (e-d/21+}.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííóþ îöåíêó â (34) è âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñò-
âîì 2Î MHO)l{eCTBa Aut, ïîëó÷èì

ð [ Çî-EAut(o=f=1& I O(S(g».6.S(g)I<[~J)J =

! (38)

=0 (2(nl+n>,e-d/21+}=O (1). .
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Íàêîíåö, È3 (32) è (38) ñëåäóåò

ð [ aaEAut(a+1& \a(0)D.0!«-l2-8)2ï+1)]=î(1). (39)

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïåðåñòàíîâêàì a'fAut. Ïóñòü à-òàêàÿ
ïåðåñòàíîâêà; âûáåðåì íà ÎÑíÎâàíèè 30 âåðøèÍó è, äëÿ êîòîðîé
deg<1(oo)[,.oo(è»î}.2n. Åñëè la(0)D.01«-l2-8)2n+l, òî

deg<1(G)[,.G (è) < ( î} -28) 2ï è, â ñèëó (29), degK(S(g))[,.<1{K(S(g)) (è) >

> 8. 2nTI. Îòñþ[{à âûòåêàåò I s (g)j > 8. 2ï. ÑëåäîâàòåëüíÎ,

ð [ aa'fAut(la(O)D.o 1«-l2-8).2n+I)]<
1< ð [I s (g)j > 8. 2ï] <. -;::2ii" ì [I s (g)I].

Àíàëîãè÷íÎ (22) äîêàæåì, ÷òî ì [I s (g)jl =2n-l+0(1). ÎêÎí÷àòåëü-

íî ïîëó÷èì
ð [ aa'fAut (! à (0)D.01 < (-l2- 8) .2ï+1) ] <2°(1)-1.. (40}

Òåïåðü è3 (30), (39), (40) âûòåêàåò, ÷òî ð [ À (Î) > (-l2- 8) õ

õ 2ï) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (29), (27), (28) íàéäåòñÿ ôóíê-

öèÿ I n âèäà
In=1 ( $X!XnT!E9(Pn(XI. ...,Õï)&Ðï(Õï+1. ...,Õ2ï)) ) , (41)

/-1
r 1 )ãäå ÐïÅ9Ë(ï. ò, Ã, [). äëÿ êîòîðîé A(O(ln))>\l2-8 .2ï. Òàê

êàê Ðï-ôîðìóëà ðàçìåðà o(ïÁlogï) ãëóáèíû 4, òî îöåíêà

Ls(1 ï)=Î (ïÁ1ogï) âûòåêàåò èç (41) HenocpeIJCTBeIlHo. Ôîðìóëó
Pn(Xl' ...'Õï)&Ðï(Õï+1' ...'Õ2ï)Å9Ë(ï, ò. Ã, 2l) ìîæíî ïåðå-
ñòðîèòü â ôîðìóëó èç ~ (ï, ò, r2!) ðàñêðûâ âíåøíèå ñêîáêè. Òåì

ñàìûì äîêàçàíî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû:

~ (! ï)=Î (n11-810g,. log ï).
Ìåðà àñèììåòðèè À'(Î) ãðàôà Î îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî

À(Î) ñ îäíèì äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèåì íà ïåðåñòàèîâêó
à. Ýòî îãðàíè÷åèèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî à íå äÎëæíà èìåòü íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê. À'(Î) ÿâëÿåòñÿ áîëåå «ãëîáàëüíÎé» õàðàêòåðè-
ñòèêîé ãðàôà Î, ÷åì À(Î) è ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ôàêòîì. ÷òî

ìàêñèÌàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû À 'i( Î,,) äëÿ ãðà-
1ôîâ Î" ñ 2" âåðøèíàìè ðàâíî 22ï ( 6 +î( 1) ) ÑÃ2] .ñ. 88) .

Ò å î ð å ì à 7. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóëåâûõ
ôóíêöèé fn(XI Õï. X,,+l Õ2ï) òàêàÿ. ÷òî

Ls(fn) =O(n11og2n),
À' { Î (f,,) ) =Q (ï-622ï) .

láÇ.



ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. Ïoëoæèì

ò=[7 +310g2nJ, r=~215n6J, 1=~4+10g2 nJ, 1

d=~26nçJ, Ü= [ ~]. J (42)

Ïóñòü f=f(n, ò, ã); g=f(n, ò, Ã, [). Ââåäåì òå æå îáîçíà÷åíèÿ
(27) , (29) , (31) äëÿ àî, G, Aut, ÷òî è â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäû-

äóùåé òåîðåìû. Äàëåå, ïóñòü ð(î-, î-')~I{vlî-(v)*:1'(v)}I-;-
ìåòðèêà Õýììèíãà íà ìíîæåñòâå âñåõ ïåðåñòàíîâîê è

Aut*~{î-l Çî-'EAut(ð(î-, î-')~h)}.
Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî

ð [ À' {0) -< ï-622ï-26] < ð [çî-- ïåðåñòàíîâêà Âï

}V v {0- {v) =I= v) & I 0- (0)~ 0 I < ï-622ï-25]. (43)

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ î-EAut*; Vv{0-{v) *v). Âûáåðåì î-'EAut
òàê, ÷òî ð(î-, a')~h. Èç v v {0-(V)*V) âûòåêàåò 0-'*1. Òàê êàê
<1'EAut, òî î-(G)~G= {0-{G)~0-'{G)~{a'(K{8{g»)~K{S(g))).
Îáîçíà÷èì a'(5(g»"'8(g) ÷åðå3 81 è {vla-1{v)*a'-I{v)} ÷å-
ðåç 82. Òîãäà IS21~h è K{81"'82)~0-{G)~G.

Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî lî-{G)~GI ~ï-622ï-25, ïîëó÷èì îòñþäà
181"'821 ~3n~Ç2n-IÇ. Äàëåå, ~ 811 ~ 1821 + 181"'821 ~h+3n-Çx
x2n-IÇ~n-22n-II. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî 15 (g) "'
"'a'{S{g)) I~n-Ç2n-ll. Òàêèì îáðàçîì, la'(8{g»)~8{g) I~
~n-32n-lO. Èòàê, ìû äîêàçàëè îöåíêó

ð [aî-EAut* (Ó v (0- (v) =I= v)& I <J (0)~0 I < ï-622ï-25)] -î<

}ð [aî-'EAut {î-' =I= 1 &1 à' {S (g»~8 (g) I-î< ï-Ç2ï-1î)], (44)

òàê êàê ñîáûòèå â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ëîãè÷åñêè BJleqeT
ñîáûòèå, ñòîÿùåå â ïðàâîé ÷àñòè.

Òåïåðü ìû õîòèì âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé (38) èç äoêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû 6. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñooò-

íîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïàðàìåòðû ï, ò, Ã, d, [, êîòîðûå áûëè
èñïîëüçîâàíû ïðè âûâîäå (38), ñóòü d~2m-l, {37) è íåðàâåí-

ñòâo 2nl+ne-d/21+1 =0(1) â {38); âñå ýòè ñîîòíîøåíèÿ èñòÈííû
òàêæå äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (42). Èòàê, äëÿ ðàññìàòðèâà-
åìîãî ñåé÷àñ ñëó÷àÿ èñòèííî (38) .
(44) è (38) íåìåäëåííî âëåêóò îöåíêó

ð [aî-EAut* (Ó v {0- {v) =I= v)&1 0- (0)~ 0 I -î<

} 45)-Î<ï-622ï-25)]=0 (1). (

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ a~Aut*. Ñíîâà ïðåä-
ïîëîæèì 10-{ G) ~ G I ~ ï-622ï-25. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

{ 2ï-2 )
V+ ~ vEBn I deg(](G)6G (à (v») > -ï-+ÒJ'

{ 2ï-2 } (46) v -~ vEBn I deg(](G)6G (0- {v») < -ï-+Ò .
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I
Çàìåòèì, ÷òî 10"(O)b.OI>21 V+I.2n-2/n+l, ïîýòîìó

ï-622ï-25
IV+Iî<: 2n-./(n+l) =O(n-52n)<h<2n-l. (47)

Îòñþäà IV-I>2n-1; ñëåäîâàòåëüíî, ëèíåéíîå çàìûêàíèå ìíî-

æåñòâà V- ñîâïàäàåò ñ Âï È, çíà÷èò, V- ñî-äåðæèò íåêîòîðûé
áàçèñ { v 1, ..., v ï} ïðîñòðàíñòâà â ï. Ïóñòü à' -ëèíåéíûé ýíäî-
ìîðôèçì, ñîâïàäàþùèé ñ 0" íà áàçèñå {Vl' ..., vn}. Ìû õîòèì

äîêàçàòü ñëåäóþùèé ôàêò:

çwEV- ( degC1(a.)AO. (à (w))> k.2n-l). (48)

Ðàçáåðåì äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. a'lv-=f=O"lv-.
Ïóñòü vEV-; ~'(v)=f=a(v). Ðàçëî>êèì v ïî áàçèñó {vJ:v=
n n

= EI;) l..iVi (l..iEF2). Òîãäà O"(v)=f= EI;) l..i(j(vJ è, ñëåäîâàòåëüíî,
i=l i=l

IHI=2n-l, ãäå í={õ!(0"(v),õ>=f=i!lÀ! (a(vJ,õ>}. Äëÿ

ëþáîãî ÕÅÍ âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ (0'(v), õ)*
*(V, a-l(x); (0"(v;), Õ)*(Ó;, O'-I(X) (l~i~n), ò. å. âåðøè-
íà õ èíöèäåíòíà â ãðàôå a(GIY)~Go õîòÿ áû îäíîé èç âåðøèí
à(Ó), a(vl)'.. ., a(vn). Ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå ýòî âëå÷åò (48).

Ñëó÷àé 2.0'1 v-=alv- .
â ñèëó (47) èìååì ð(à, o')~h. Òàê êàê a~Aut*, òî o~Aut.

Åñëè áû ëèíåéíûé ýíäîìîðôèçì î' ñîõðàíÿë ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå, òî îí áûë áû àâòîìîðôèçìîì è ëåæàë áû â Aut âîïðå-

êè òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåêîòîðûõ
áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ Vi, Vj èìååì (î'(Ó;), o'(Vj)>*(V;, Vj>, îò-

êóäà IHI=2n-l, ãäå H={xl(o'(V;), î'(õ)*(ó;, õ)}. Ïîýòîìó
âåðøèíà o'(V;) =O(V;) èíöèäåíòíà â ãðàôå O"(ao)~ao âñåì âåð-
øèíàì èç à(Í"' V+) è, â ñèëó (47), âåðøèíó V; ìîæíî âçÿòü â

êà÷åñòâå w â (48).
Èòàê, (48) äîêàçàíî. Èç (46), (48), (29) ñëåäóåò, ÷òî

çwEBn ( dega(K(S(g»)AK(S(g» (à (w»)>k.2n-l-k.2n-2),

2ï-.îòêóäà I s (g) I > ï+Ò. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå I à (O)Ü. Î IÎ<:

2ÃÅ-.
î<: ï-622ï-25 ïðè aEAut* âëå÷åò I s (g) I > ï+Ò' îòêóäà

ð [çO"EAut* I à (O)Ü.O I Î<:ï-622ï-25] î<:

[ 2ÃÅ-3J n + 1 î<: ð I s (g) I>-ï-+Ò Î<:2ii:::1r ì {! s (g) 11.

5 12-2021 165



Àíàëîãè÷íî (22) ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ì [! s (g) I] = 2ï-!+î(1)

è, îêîí÷àòåëüíî,

ð [çOEAut* 10 (Î)!:::. Î I < ï-622ï-25] = 20(1)-1. (49)

Èç (43), (45), (49) ñëåäóåò, ÷òî P[A'(G)~n-622n-26]<I.
Ïîñëå ýòîãî ÄÎêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çaBepllIaeTCß îáû÷íûì îá-

ðàçîì.
â çàÊëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì äâå îòÊðûòûå ïðîáëåìû. Ïåð.

âàÿ èç íèõ ñîñòÎèò â ïîëó÷åíèè ðåçóëüòàòà, àíàëîãè÷íîãî äî-
êàçàííûì â íàñòîÿùåé ðàáîòå, äëÿ ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà ãðà-
ôîâ: (Î(Îï)=2; Ô(ñî-Îï)=Î(2åï} äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû
8<1. Íåêîíñòðóêòèâíî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ Îï äëÿ

I
ëþáûõ 8> 2 ([2], ñ. 25}.

â î ï ð î ñ 1. Ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóëåâûõ
ôóíêöèé fn (XI, ..., Õ2ï) , âû÷èñëèìàÿ ôîðìóëàìè ïîëèíîìèàëü-
lforo ðàçìåðà îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû â áàçèñå {&, ÅÂ) òàêàÿ, ÷òî
(J)(o(fn)) =2; (J)(co-o(fn)) =0(2åï), ãäå 8<1- íåêîòîðàÿ êîí-
ñòàíòà?

â ôîðìóëèðîâêàõ âñåõ òåîðåì 1-7 âåðõíèå îöåíêè âåëè÷èíû
L;(fn) ìîæíî çàìåíèòü áîëåå ñëàáûì çàêëþ÷åíèåì «ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü fn âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûìè ñõåìàìè ïîëèíî-
ìèàëüíîãî ðàçìåðà».

â î ï ð î ñ 2. ÌîæíÎ ëè äëÿ êàêîé-íéáóäü èç òåîðåì 1--'7
çàìåíèòü âåðõíéå îöåíêè âåëé÷èíû L;(fn) íà çàêëþ÷åíèå «ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü fn ëåæèò â êëàññå Ð», ïóñòü äàæå öåíîé íå-
êîòîðîãÎ óõóäøåíèÿ îöåíîê äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êîìáèíàòîð-
íûõ õàðàêòåðèñòèê?

Ìíå áû õÎòåëîñü ïîáëàãîäàðèòü Ñ. È. Àäÿíà çà âíèìàíèå ê
ðàáîòå è ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé.
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