kRATKIJ KOMMENTARIJ K RABOTAM a. a. mARKOWA PO TEORII SLOVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ

a. a. rAZBOROW mATEMATI^ESKIJ iNSTITUT IM. w. a. sTEKLOWA

117966, gsp–1, mOSKWA, UL. gUBKINA, 8

iSSLEDOWANIQ aNDREQ aNDREEWI^A W TEORII SLOVNOSTI BULEWYH FUNK- CIJ PREDSTAWLENY W NASTOQ]EM IZDANII RABOTAMI [1, 2, 3, 4]. gLAWNOJ CELX@ “TOJ TEORII (NE DOSTIGNUTOJ W POLNOM OB˙EME DO SIH POR) QWLQET- SQ USTANOWLENIE NIVNIH OCENOK SLOVNOSTI WY^ISLENIQ KONKRETNYH, ES- TESTWENNYH BULEWYH FUNKCIJ S POMO]X@ SHEM IZ DANNOGO KLASSA; INYMI SLOWAMI, TREBUETSQ USTANOWITX, ^TO TA ILI INAQ WY^ISLITELXNAQ ZADA^A NE DOPUSKAET “FFEKTIWNOGO ALGORITMA W ZADANNOJ WY^ISLITELXNOJ MODE- LI. kONEC 50-H I NA^ALO 60-H GODOW (K KOTORYM I OTNOSQTSQ OBSUVDAEMYE RABOTY) OZNAMENOWALISX ZNA^ITELXNYM WSPLESKOM AKTIWNOSTI W DANNOM NAPRAWLENII: PREDLOVENNYE W “TOT PERIOD POSTANOWKI ZADA^ I METODY IH RE[ENIQ WO MNOGOM OPREDELILI POSLEDU@]EE RAZWITIE TEORII SLOV- NOSTI BULEWYH FUNKCIJ, A MNOGIE POLU^ENNYE TOGDA REZULXTATY DO SIH POR NE PREWZOJDENY. rASSMATRIWAEMYE RABOTY a. a. mARKOWA ZANIMA@T WESXMA DOSTOJNOE MESTO W “TOM RQDU.

pOVALUJ, NAIBOLEE WAVNOJ SREDI NIH QWLQETSQ RABOTA [1]. w NEJ a. a. mAR- KOW RASSMOTREL ODNU IZ SAMYH POPULQRNYH W TO WREMQ WY^ISLITELXNYH MODELEJ, KONTAKTNO-WENTILXNYE SHEMY, I DLQ SLU^AQ MONOTONNYH SHEM TAKOGO WIDA (NAZYWAEMYH W [1] POLOVITELXNYMI DWUHPOL@SNIKAMI) SO- WER[ENNO TO^NO WY^ISLIL SLOVNOSTX REALIZACII WSEH POROGOWYH (= MO- NOTONNYH SIMMETRI^ESKIH) FUNKCIJ. w ^ASTNOSTI, DLQ NAIBOLEE WAVNOJ

FUNKCII GOLOSOWANIQ MAJ_n (s^{[n/2]}_n W OBOZNA^ENIQH [1]) “TA SLOVNOSTX OKA-

ZALASX PO PORQDKU WELI^INY RAWNOJ n^2.

kAK MNE KAVETSQ, W POLNOJ MERE OCENITX ZNA^ENIE “TOGO REZULXTA- TA MOVNO TOLXKO SEJ^AS, NA OSNOWANII NAKOPLENNOGO W TE^ENII PRO[ED- [IH 35 LET OPYTA. zA “TO WREMQ OSNOWOPOLAGA@]EJ KONCEPCIEJ TEORII SLOVNOSTI WY^ISLENIJ STALO PONQTIE KLASSA SLOVNOSTI, I, W ^ASTNOSTI, WYQSNILOSX, ^TO KONTAKTNO-WENTILXNYE SHEMY W NEKOTOROM STANDARTNOM I SOWER[ENNO STROGOM SMYSLE SOOTWETSTWU@T ODNOMU IZ NAIBOLEE WAV- NYH KLASSOW SLOVNOSTNOJ IERARHII, NLOGSP ACE (NEDETERMINIROWAN- NYE WY^ISLENIQ S LOGARIFMI^ESKOJ PAMQTX@). oDIN IZ NAIBOLEE KRASI- WYH REZULXTATOW TEORII, POLU^ENNYJ W [12, 15], UTWERVDAET, ^TO “TOT KLASS ZAMKNUT OTNOSITELXNO DOPOLNENIJ: EGO DOKAZATELXSTWO SU]ESTWEN- NO ISPOLXZUET WOZMOVNOSTX “FFEKTIWNOGO WY^ISLENIQ POROGOWYH FUNK- CIJ KONTAKTNO-WENTILXNYMI SHEMAMI. bOLX[OE ^ISLO ISSLEDOWANIJ BY- LO TAKVE POSWQ]ENO POPYTKAM RASPROSTRANITX REZULXTAT a. a. mARKOWA NA SLU^AJ NEMONOTONNYH SHEM. dOWOLXNO SKORO WYQSNILOSX, ^TO W “TOM SLU^AE SITUACIQ MENQETSQ W KORNE: IMENNO, W RABOTE [6] BYLO POKAZANO, ^TO MAJn WY^ISLQETSQ NEMONOTONNYMI KONTAKTNO-WENTILXNYMI SHEMA- MI SU]ESTWENNO MENX[EJ SLOVNOSTI O(n^{3/2}). pOLU^ENIE KAKIH-LIBO NE- TRIWIALXNYH NIVNIH OCENOK RASTQNULOSX E]E NA 20 LET: ONI POQWILISX TOLXKO W RABOTAH [13, 9, 5, 8]. —TI OCENKI RASTUT LI[X ^UTX BYSTREE LINEJNOJ FUNKCII OT ^ISLA PEREMENNYH. sUVENIE IME@]EGOSQ ZAZORA MEVDU WERHNEJ I NIVNEJ OCENKAMI QWLQETSQ W NEMONOTONNOM SLU^AE OT- KRYTOJ I, PO-WIDIMOMU, KRAJNE TRUDNOJ ZADA^EJ. nA “TOM FONE RABOTA [1] PRIQTNO WYDELQETSQ SWOEJ ZAKON^ENNOSTX@ I IZQ]ESTWOM: PRIMERY TAKOGO RODA W TEORII SLOVNOSTI BULEWYH FUNKCIJ KRAJNE REDKI.

nA SAMOM DELE, IMENNO WWIDU “TOJ ZAWER[ENNOSTI NE TAK PROSTO UKA- ZATX RABOTY, SLUVA]IE NEPOSREDSTWENNYM PRODOLVENIEM [1]. cIKLU RA- BOT [2, 3] W “TOM OTNO[ENII POWEZLO BOLX[E, HOTQ S PERWOGO WZGLQDA KA- VETSQ, ^TO RASSMATRIWAEMAQ W NIH ZADA^A RE[ENA NASTOLXKO VE OKON^A- TELXNO, KAK I W [1]: DLQ L@BOJ SISTEMY FUNKCIJ f1, . . . , fm W DOSTATO^NO NAGLQDNYH TERMINAH WY^ISLENA EE INWERSIONNAQ SLOVNOSTX Inv(f1, . . . , fm). tEM NE MENEE, SRAZU WOZNIK ESTESTWENNYJ WOPROS O TOM, NASKOLXKO SLOV- NOJ DOLVNA BYTX SHEMA, WY^ISLQ@]AQ f1, . . . , fm I ISPOLXZU@]AQ LI[X SRAWNITELXNO NEBOLX[OE ^ISLO OTRICANIJ; SU]ESTWOWANIE TAKOJ SHEMY UTWERVDAETSQ TEOREMOJ a. a. mARKOWA. iNYMI SLOWAMI, NASKOLXKO “F- FEKTIWNOJ MOVET BYTX KONSTRUKTIWNAQ REALIZACIQ “TOJ TEOREMY? nA “TOT S^ET BYLI W ^ASTNOSTI POLU^ENY SLEDU@]IE REZULXTATY.

uVE IZ RABOT [2, 3] LEGKO WYTEKAET, ^TO max f1,...,fm Inv(f_1, . . . , f_m) = log_2(n + 1),

GDE MAKSIMUM BERETSQ PO WSEM SISTEMAM f1, . . . , fm BULEWYH FUNKCIJ OT n PEREMENNYH; “TOT MAKSIMUM DOSTIGAETSQ, NAPRIMER, DLQ SISTEMY FUNK- CIJ Vn = {¬x1, . . . , ¬xn}. bOLEE TOGO, SISTEMA Vn UNIWERSALXNA W TOM SMYSLE, ^TO OBLADAQ SHEMOJ, WY^ISLQ@]EJ “TU SISTEMU I ISPOLXZU@]EJ MINIMALXNO WOZMOVNOE ^ISLO OTRICANIJ log_2(n+1), MOVNO LEGKO “LIMI- NIROWATX WSE OSTALXNYE OTRICANIQ W L@BOJ SHEME, WY^ISLQ@]EJ PROIZ-

WOLXNU@ SISTEMU FUNKCIJ OT n PEREMENNYH. pO “TOJ PRI^INE WY^ISLQ-

@]IE Vn SHEMY S log_2(n + 1) OTRICANIQMI ZASLUVILI SPECIALXNOE NAZWA- NIE INWERTEROW; IH KONSTRUKCII POSLEDOWATELXNO SOWER[ENSTWOWALISX W RABOTAH [11, 16, 10]. w POSLEDNEJ RABOTE IZ “TOGO CIKLA BYL POSTROEN IN- WERTER RAZMERA O(n log n) I GLUBINY O(log^2 n). wOPROS O SU]ESTWOWANII INWERTERA LINEJNOGO RAZMERA O(n) OSTAETSQ OTKRYTYM.

nA DRUGOM POL@SE NAHODQTSQ MONOTONNYE FUNKCII, T.E. FUNKCII IN- WERSIONNOJ SLOVNOSTI NOLX. zDESX SITUACIQ KARDINALXNO OTLI^AETSQ OT TOLXKO ^TO RASSMOTRENNOJ: BYLI POSTROENY PRIMERY (NEMONOTONNYH) SHEM POLINOMIALXNOGO RAZMERA, WY^ISLQ@]IH MONOTONNYE FUNKCII I TAKIH, ^TO DLQ UDALENIQ WSEH OTRICANIJ RAZMER SHEMY NEIZBEVNO DOL- VEN WYRASTI “KSPONENCIALXNO [7, 17]. dLQ SRAWNENIQ OTMETIM, ^TO KAK MY TOLXKO ^TO WIDELI, DO log_2(n + 1) ^ISLO ISPOLXZUEMYH OTRICANIJ WSEGDA MOVNO REDUCIROWATX “FFEKTIWNO. wOPROS O TOM, ^TO PROISHODIT PRI DOPUSTIMOM ^ISLE OTRICANIJ W PROMEVUTKE MEVDU 0 I log_2(n + 1) W NASTOQ]EE WREMQ OTKRYT, I “TO, PO-WIDIMOMU, NAIBOLEE INTERESNAQ NERE- [ENNAQ PROBLEMA OTNOSITELXNO WPERWYE RASSMOTRENNOJ a. a. mARKOWYM INWERSIONNOJ SLOVNOSTI.

w RABOTE [4] RASSMATRIWAETSQ ZADA^A WY^ISLENIQ FUNKCII SLOVENIQ (ILI, ^TO S WY^ISLITELXNOJ TO^KI ZRENIQ “KWIWALENTNO, WY^ITANIQ) PO

mod n DWUH ^ISEL, ZAPISANNYH LIBO W UNARNOJ KODIROWKE (KODIROWANIE S POMO]X@ ORTOW W [4]) LIBO W EE SLEGKA BOLEE “KONOMNOJ MODIFIKACII (KODIROWANIE S POMO]X@ PAR ORTOW). dLQ RE[ENIQ “TOJ ZADA^I STROITSQ

RQD KONKRETNYH SHEM, IME@]IH GLUBINU (NAZYWAEMU@ W [4] WYSOTOJ) O(1) I ^ISLO REBER (DIODOW) O(n^2).

~ITATELQM, VELA@]IM BLIVE POZNAKOMITXSQ S PREDMETOM, MOVNO PO- REKOMENDOWATX GLAWY 2 I 14 KNIGI [18], PREDSTAWLQ@]IE SOBOJ PREKRAS-

NOE SOWREMENNOE WWEDENIE W IERARHI@ KLASSOW SLOVNOSTI I TEORI@ SLOV- NOSTI BULEWYH FUNKCIJ SOOTWETSTWENNO. oBZOR [14] POSWQ]EN BOLEE SPE- CIFI^ESKIM WOPROSAM SLOVNOSTI KONTAKTNO-WENTILXNYH I DRUGIH SWQ- ZANNYH S NIMI KLASSOW SHEM.

lITERATURA

[1] a. a. mARKOW, o MINIMALXNYH KONTAKTNO-WENTILXNYH DWUHPOL@S- NIKAH DLQ MONOTONNYH SIMMETRI^ESKIH FUNKCIJ, pROBLEMY KIBER-

NETIKI, 1962, WYP. 8, STR. 117-121.

[2] a. a. mARKOW, oB INWERSIONNOJ SLOVNOSTI SISTEM FUNKCIJ, dan

sssr, 1957, T. 116, N 6, STR. 917-919.

[3] a. a. mARKOW, oB INWERSIONNOJ SLOVNOSTI SISTEMY BULEWYH FUNK- CIJ, dan sssr, 1963, T. 150, N 3, STR. 477-479.

[4] a. a. mARKOW, oB ODNOTAKTNYH DIODNYH SHEMAH DLQ SLOVENIQ I WY- ^ITANIQ PO MODUL@ n, RUKOPISX, 1958.

[5] m. i. gRIN^UK, o SLOVNOSTI REALIZACII SIMMETRI^ESKIH BULEWYH FUNKCIJ KONTAKTNYMI SHEMAMI, KAND. DISS., mgu, 1989.

[6] o. b. lUPANOW, k WOPROSU O REALIZACII SIMMETRI^ESKIH FUNKCIJ AL- GEBRY LOGIKI KONTAKTNYMI SHEMAMI, pROBLEMY KIBERNETIKI, 1965, WYP. 15, STR. 85-99.

[7] a. a. rAZBOROW, nIVNIE OCENKI MONOTONNOJ SLOVNOSTI LOGI^ESKOGO PERMANENTA, mATEMATI^ESKIE zAMETKI, 1985, T. 37, N 6, STR. 887-

900.

[8] a. a. rAZBOROW, nIVNIE OCENKI SLOVNOSTI REALIZACII SIMMETRI- ^ESKIH BULEWYH FUNKCIJ KONTAKTNO-WENTILXNYMI SHEMAMI, mATE-

MATI^ESKIE zAMETKI, 1990, T. 48, N 6, STR. 79-91.

[9] L. Babai, P. Pudlák, V. Rödl, and E. Szemeredi. Lower bounds to the complexity of symmetric Boolean functions. Theoretical Computer Science, 74(3):313–323, 1990.

[10] R. Beals, T. Nishino, and K. Tanaka. More on the complexity of negation-limited circuits. In Proceedings of the 27th ACM Symposium on Theory of Computing, pages 585–595, 1995.

[11] M. J. Fischer. The complexity of negation-limited networks – a brief survey. In Lecture Notes in Computer Science, 33, pages 71–82. Springer- Verlag, Berlin, 1974.

[12] N. Immerman. Nondeterministic space is closed under complementation.

In Proceedings of the 3rd Structure in Complexity Theory Annual Conference, pages 112–115, 1988.

[13] P. Pudlák. A lower bound on complexity of branching programs. In Proceedings of the 11th MFCT, Lecture Notes in Computer Science, 176, pages 480–489, New York/Berlin, 1984. Springer-Verlag.

[14] A. Razborov. Lower bounds for deterministic and nondeterministic branching programs. In Proceedings of the 8th FCT, Lecture Notes in Computer Science, 529, pages 47–60, New York/Berlin, 1991. Springer- Verlag.

[15] R. Szelepcsényi. The method of forcing for nondeterministic automata.

Bulletin of the EATCS, 33:96–99, 1987.

[16] K. Tanaka and T. Nishino. On the complexity of negation-limited Boolean networks. In Proceedings of the 26th ACM Symposium on Theory of Computing, pages 38–47, 1994.

[17] É. Tardos. The gap between monotone and nonmonotone circuit complexity is exponential. Combinatorica, 8:141–142, 1988.

[18] Jan van Leeuwen, editor. Handbook of Theoretical Computer Science, vol. A (Algorithms and Complexity). Elsevier Science Publishers B.V. and The MIT Press, 1990.