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Àííîòàöèÿ
Â 1941 ã. Òóðàí ïðåäïîëîæèë, ÷òî ëþáîé 3-ãðàô, íå ñîäåðæà-

ùèé íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ íà 4 âåðøèíàõ (òàêèå ãðàôû â äàëü-
íåéøåì áóäóò íàçûâàòüñÿ (3,4)-ãðàôàìè) îáÿçàí èìåòü ïëîòíîñòü
ð¼áåð ≥ 4/9(1 − o(1)) è ïîñòðîèë ïåðâûé ïðèìåð áåñêîíå÷íîé ñå-
ðèè 3-ãðàôîâ ñ òàêîé ïëîòíîñòüþ. Áðàóí (1983) è Êîñòî÷êà (1982)
íàøëè öåëûé ðÿä äðóãèõ ïðèìåðîâ ñ ýòèì ñâîéñòâîì. Ôîí-Äåð-
Ôëààññ (1988) ïðåäëîæèë îáùóþ êîíñòðóêöèþ, ïîçâîëÿþùóþ ïðå-
âðàòèòü ïðîèçâîëüíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Γ áåç èíäóöèðî-
âàííûõ öèêëîâ ~C4 â (3, 4)-ãðàô Òóðàíà. Èì áûëî çàìå÷åíî, ÷òî
âñå ïðèìåðû Òóðàíà-Áðàóíà-Êîñòî÷êè ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìî-
ùüþ åãî êîíñòðóêöèè, à òàêæå áûëà äîêàçàíà íèæíÿÿ îöåíêà ≥
3/7(1 − o(1)) íà ð¼áåðíóþ ïëîòíîñòü ëþáîãî (3, 4)-ãðàôà Òóðàíà,
ïîëó÷àåìîãî òàêèì îáðàçîì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû äîêàçûâàåì îïòèìàëüíóþ íèæíþþ îöåí-
êó 4/9(1 − o(1)) íà ð¼áåðíóþ ïëîòíîñòü ëþáîãî (3, 4)-ãðàôà Òó-
ðàíà, ñòðîÿùåãîñÿ ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè Ôîí-Äåð-Ôëààññà ïðè
âûïîëíåíèè ëþáîãî èç ñëåäóþùèõ äâóõ îãðàíè÷åíèé íà íåîðèåí-
òèðîâàííûé îñòîâ G îðãðàôà Γ:
• G ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìíîãîäîëüíûì ãðàôîì;

∗×èêàãñêèé Óíèâåðñèòåò è Ìàòåìàòè÷åñêèé Èíñòèòóò ÐÀÍ èì. Â. À. Ñòåêëîâà.
Ðàáîòà ÷àñòè÷íî âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ.
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• G èìååò ïëîòíîñòü ð¼áåð íå íèæå (2/3− ε), ãäå ε > 0 � íåêî-
òîðàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà Γ ìû â ñîñòîÿíèè óñèëèòü
îöåíêó Ôîí-Äåð-Ôëààññà äî çíà÷åíèÿ 7/16(1− o(1)).

1 Ââåäåíèå
Â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå [10] Ìàíòåëü âû÷èñëèë ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå
êîëè÷åñòâî ð¼áåð â ãðàôå G ñ äàííûì ÷èñëîì âåðøèí, îáëàäàþùåãî òåì
ñâîéñòâîì, ÷òî íèêàêèå òðè âåðøèíû íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ò.å. ñî-
äåðæàò õîòÿ áû îäíî ñîåäèíÿþùåå èõ ðåáðî. Â ñòàòüå [17] (ïî ñóùåñòâó
ïîëîæèâøåé íà÷àëî âñåé îáëàñòè ýêñòðåìàëüíîé êîìáèíàòîðèêè) Òóðàí
îáîáùèë ðåçóëüòàò Ìàíòåëÿ íà ñëó÷àé íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ëþáîãî
ðàçìåðà. Â òîé æå ðàáîòå Òóðàí ïîñòàâèë âîïðîñ î äàëüíåéøåì îáîáùå-
íèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé ãèïåðãðàôîâ, è ñ òåõ ïîð âîïðîñû
òàêîãî ðîäà ïðèîáðåëè ñëåãêà çëîâåùóþ ðåïóòàöèþ îäíèõ èç íàèáîëåå
òðóäíûõ è íå ïîääàþùèõñÿ ðåøåíèþ ïðîáëåì âî âñåé äèñêðåòíîé ìàòå-
ìàòèêå.

Áîëåå òî÷íî, äëÿ ñåìåéñòâà H r-îäíîðîäíûõ ãèïåðãðàôîâ (êîòîðûå
â äàëüíåéøåì áóäóò íàçûâàòüñÿ ïðîñòî r-ãðàôàìè) è íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà n îáîçíà÷èì ÷åðåç exmin(n;H) ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ð¼áåð â n-
âåðøèííîì r-ãðàôå, íå ñîäåðæàùåì èíäóöèðîâàííûõ êîïèé íèêàêîãî
H ∈ H. Ïóñòü òàêæå

πmin(H)
def
= lim

n→∞
exmin(n;H)(

n
r

)

(ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîò ïðåäåë âñåãäà ñóùåñòâóåò).
Äëÿ ` > r ≥ 2 îáîçíà÷èì ÷åðåç Ir

` ïóñòîé r-ãðàô íà ` âåðøèíàõ. Çíà-
÷åíèÿ πmin(I

r
` ) (íå ãîâîðÿ óæå ïðî òî÷íûå çíà÷åíèÿ exmin(n; Ir

` )) äî ñèõ
ïîð íåèçâåñòíû íè äëÿ êàêîé ïàðû ` > r ≥ 3, õîòÿ äëÿ ìíîãèõ òàêèõ ïàð
èìåþòñÿ ïðàâäîïîäîáíûå ãèïîòåçû [16]. Íàèáîëåå ïðîñòîé íåðåø¼ííûé
ñëó÷àé r = 3, ` = 4 â òî æå ñàìîå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå-
÷àþùèìñÿ â ëèòåðàòóðå; çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû πmin(I

3
4 ) èíîãäà

íàçûâàþò (3, 4)-ïðîáëåìîé Òóðàíà (ñì., íàïðèìåð, [7]). Áåñêîíå÷íîå ñå-
ìåéñòâî 3-ãðàôîâ, ïîäòâåðæäàþùåå âåðõíþþ îöåíêó πmin(I

3
4 ) ≤ 4/9 áûëî

ïîñòðîåíî ñàìèì Òóðàíîì; îí òàêæå ïðåäïîëîæèë, ÷òî ýòà îöåíêà ÿâëÿ-
åòñÿ òî÷íîé. Â ñåðèè ðàáîò Äå Êàåíà [3], Æèðî (Giraud, unpublished),
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×àíã è Ëó [4] áûëè óñòàíîâëåíû íèæíèå îöåíêè íà πmin(I
3
4 ); ðåêîðäíîé

â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îöåíêà

πmin(I
3
4 ) ≥ 0.438334

[15]. Ñòîèò, âïðî÷åì, îòìåòèòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ÷èñëåííûé ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ íåêîòîðîé çàäà÷è ïîëóîïðåäåë¼ííîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàííîé ñ (3, 4)-ïðîáëåìîé
Òóðàíà. Íàèëó÷øåé îöåíêîé, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíî ïîëíîñòüþ �÷åëîâå-
÷åñêîå� äîêàçàòåëüñòâî ïî-ïðåæíåìó îñòà¼òñÿ îöåíêà

πmin(I
3
4 ) ≥ 9−√17

12
≥ 0.406407

èç ðàáîòû [4].
Â ðàáîòå [15] áûëî òàêæå äîêàçàíî, ÷òî πmin(I

3
4 , G3) = 4/9, ãäå G3 �

ýòî 3-ãðàô íà 4 âåðøèíàõ ñ 3 ð¼áðàìè. Ïîìèìî I3
4 ïîñòðîåííûå Òóðà-

íîì 3-ãðàôû òàêæå íå ñîäåðæàëè â êà÷åñòâå èíäóöèðîâàííîãî ïîäãðàôà
G3. Ïèãóðêî [12] äîêàçàë, ÷òî ñ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåðû
Òóðàíà ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè 3-ãðàôàìè, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ
ðàâåíñòâî πmin(I

3
4 , G3) = 4/9.

Îäíèì èç íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ëþáîé ýêñ-
òðåìàëüíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà (ïðåäïîëî-
æèòåëüíî) ýêñòðåìàëüíûõ êîíôèãóðàöèé. È îäíîé èç ìíîãèõ òðóäíî-
ñòåé, ñâÿçàííûõ ñ (3, 4)-ïðîáëåìîé Òóðàíà, êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò,
÷òî ýòî ìíîæåñòâî (êîòîðîå â òåðìèíîëîãèè ðàáîòû [13] ñóòü ìíîæåñòâî
âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ èç φ ∈ Hom+(A0,R), äëÿ êîòîðûõ φ(ρ3) = 4/9)
óñòðîåíî êðàéíå ñëîæíî è, â ÷àñòíîñòè, íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì ñïî-
ñîáîì ïàðàìåòðèçîâàíî ñåìåéñòâîì âñåõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé
íà R. Ýòè ïðèìåðû (ïðåäïîëîæèòåëüíî) ýêñòðåìàëüíûõ êîíôèãóðàöèé
áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ Áðàóíà [2] è Êîñòî÷êè [7], è åäèíñòâåííàÿ (íà-
ñêîëüêî íàì èçâåñòíî) ïîïûòêà èõ îáúÿñíåíèÿ â íåçàâèñèìûõ òåðìèíàõ
áûëà ïðåäïðèíÿòà Ôîí-Äåð-Ôëààññîì â ðàáîòå [1].

Áîëåå òî÷íî, çàôèêñèðóåì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô Γ (â äàëüíåéøåì
ïðîñòî îðãðàô) áåç èíäóöèðîâàííûõ (îðèåíòèðîâàííûõ) öèêëîâ ~C4. Ñëå-
äóÿ Ôîí-Äåð-Ôëààññó, îïðåäåëèì 3-ãðàô FDF (Γ) ñ òåì æå ìíîæåñòâîì
âåðøèí, â êîòîðîì òðîéêà (a, b, c) âêëþ÷àåòñÿ â ñïèñîê ð¼áåð òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èíäóöèðîâàííûé îðãðàô Γ|{a,b,c} èçîìîðôåí îäíîìó
èç ÷åòûð¼õ îðãðàôîâ I3, P̄3, ~K1,2, ~T3 íà ðèñ. 1. Â êîðîòêîé çàìåòêå [1] Ôîí-
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Ðèñ. 1: Ïðîñòûå îðãðàôû íà 3 âåðøèíàõ

Äåð-Ôëààññîì áûëè óñòàíîâëåíû ñëåäóþùèå çàìå÷àòåëüíûå ôàêòû:

1. åñëè îðãðàô Γ íå ñîäåðæèò èíäóöèðîâàííûõ êîïèé ~C4, òî 3-ãðàô
FDF (Γ) íå ñîäåðæèò êîïèé I3

4 ;

2. âñå èçâåñòíûå ýêñòðåìàëüíûå êîíôèãóðàöèè èç ðàáîò [17, 2, 7] èìå-
þò âèä FDF (Γ), ãäå Γ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ñïåöèàëüíîìó êëàñ-
ñó îðèåíòàöèé ïî÷òè ñáàëàíñèðîâàííîãî ïîëíîãî òð¼õäîëüíîãî ãðà-
ôà;

3. äëÿ âñÿêîãî îãðãðàôà Γ áåç èíäóöèðîâàííûõ êîïèé I3
4 3-ãðàô FDF (Γ)

èìååò ïëîòíîñòü ð¼áåð ≥ 3/7(1− o(1)).

Âîïðîñ îá óñèëåíèè îöåíêè èç ïóíêòà 3 äî îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ≥
4/9(1 − o(1)), íà êîòîðûé ìû áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà ãèïîòåçó Ôîí-
Äåð-Ôëààññà1, â íàñòîÿùèé ìîìåíò îòêðûò, è ýòî èìåííî òîò âîïðîñ,
èçó÷åíèþ êîòîðîãî ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Ïîëó÷èòü ïîëíîå ðåøåíèå ãèïîòåçû Ôîí-Äåð-Ôëààññà íàì ïîêà, ê
ñîæàëåíèþ, ïîëó÷èòü íå óäàëîñü. Íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò (òåîðåìà 2.3)
ïîäòâåðæäàåò ýòó ãèïîòåçó ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç äâóõ íèæåñëåäó-
þùèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé:

1çäåñü ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòå [1] ýòîò âîïðîñ áûë çàäàí â áîëåå íåîïðåäå-
ë¼ííîé ôîðìå �îñòà¼òñÿ íåÿñíûì, äîñòàòî÷åí ëè òàêîé çàçîð äëÿ ïîñòðîåíèÿ íà
ýòîì ïóòè êîíòðïðèìåðà ê ãèïîòåçå Òóðàíà�
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1. Γ ÿâëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé íåêîòîðîãî ïîëíîãî ìíîãîäîëüíîãî ãðàôà
(âîçìîæíî, íåñáàëàíñèðîâàííîãî è, âîçìîæíî, ñîäåðæàùåãî áîëåå,
÷åì òðè äîëè);

2. Γ èìååò ïëîòíîñòü ð¼áåð ïî êðàéíåé ìåðå 2/3− ε, ãäå ε > 0 � íåêî-
òîðàÿ àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ëþáîå èç ýòèõ äâóõ ïðåäïîëîæåíèé âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ îãðàôîâ Γ, ïðèâîäÿùèì ê ïðèìåðàì Òóðàíà-Áðàóíà-Êîñòî÷êè è,
ñòàëî áûòü, îáà íàøèõ ðåçóëüòàòà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåøåíèå
(3, 4)-ïðîáëåìû Òóðàíà äëÿ êëàññà 3-ãðàôîâ, ñîäåðæàùåãî âñå èçâåñò-
íûå ýêñòðåìàëüíûå ïðèìåðû è îáëàäàþùåãî îïèñàíèåì â �äîñòàòî÷íî
èíâàðèàíòíûõ� òåðìèíàõ. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, ýòî ïåðâûå ðåçóëü-
òàòû òàêîãî ðîäà.

Ëþáîïûòíûì îáðàçîì íàøå âòîðîå îãðàíè÷åíèå (íà ïëîòíîñòü ð¼áåð
â Γ) âûãëÿäèò òî÷íî òàê æå, êàê è îãðàíè÷åíèå, èñïîëüçîâàííîå Ëî-
âàñîì è Øèìîíîâè÷åì â èõ ðàííåé ðàáîòå [8] ïî íèæíèì îöåíêàì íà
ïëîòíîñòü òðåóãîëüíèêîâ â ãðàôå ñ äàííûì ÷èñëîì ð¼áåð (áîëåå ñèëü-
íûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè â äàëüíåéøåì ïîëó÷åíû â ðà-
áîòàõ [5, 14, 11]). Áîëåå òîãî, ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îòïðàâíûõ
ïóíêòîâ íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà (ñì. (7)), õîòÿ ìû áûëè è íå â ñîñòîÿ-
íèè ïðîâåñòè áîëåå ñòðîãóþ àíàëîãèþ ìåæäó îáîèìè äîêàçàòåëüñòâàìè
è èñïîëüçóåìûìè â íèõ èäåÿõ.

Ïîìèìî ýòîãî, èç íàøåãî ðåçóëüòàòà âûòåêàåò, ÷òî åñëè ãèïîòåçà Ôîí-
Äåð-Ôëààññà âåðíà è âñå ýêñòðåìàëüíûå êîíôèãóðàöèè äåéñòâèòåëüíî
èìåþò (àñèìïòîòè÷åñêè) ïëîòíîñòü ð¼áåð 2/3, òî ýòà ãèïîòåçà ìîæåò
áûòü â ïðèíöèïå äîêàçàíà ãðóáûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ìåòîäàìè íàïî-
äîáèå èñïîëüçîâàííûõ â [15]. Èìåííî, ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà âåðøèí ` â
èññëåäóåìûõ ãðàôàõ íèæíÿÿ îöåíêà íà ïëîòíîñòü ð¼áåð â Γ, ïðè êîòî-
ðîé FDF (Γ) ìîæåò èìåòü ð¼áåðíóþ ïëîòíîñòü 4/9, îáÿçàíà ñòðåìèòüñÿ
ê 2/3. Ñòîèò, âïðî÷åì, îòìåòèòü, ÷òî â íàñòîÿùèé ìîìåíò ýòî íàáëþäå-
íèå èìååò ÷èñòî ïîçíàâàòåëüíóþ öåííîñòü: ÷èñëåííîå âû÷èñëåíèå íà 5
âåðøèíàõ (íà êîòîðûõ óæå èìååòñÿ 559 íåèçîìîðôíûõ îðãðàôîâ áåç èí-
äóöèðîâàííûõ êîïèé ~C4) äà¼ò íèæíþþ îöåíêó 2/3− 1.3 · 10−2. 1.3 · 10−2,
îäíàêî, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ëþáóþ íèæíþþ îöåíêó íà ε â òåîðåìå
2.3 á), êîòîðóþ ïðè ñàìûõ îïòèìèñòè÷íûõ ïðîãíîçàõ ìîæíî íàäåÿòüñÿ
ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ íàøèõ ìåòîäîâ.

Íàøè äîêàçàòåëüñòâà âåñüìà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþò ïðèíöèï äâîé-
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íîãî ñóììèðîâàíèÿ, è îíè èçëîæåíû íà òîì æå àëãåáðî-àíàëèòè÷åñêîì
ÿçûêå àëãåáð ôëàãîâ, íà êîòîðîì îíè áûëè íàéäåíû. Â êà÷åñòâå ïî-
áî÷íîãî ïðîäóêòà ìû àâòîìàòè÷åñêè (ò.å., íèêàê íå èñïîëüçóÿ ëåììû
ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ãèïåðãðàôîâ) ïîëó÷àåì �ñòàáèëüíûå� âàðèàíòû âñåõ
íàøèõ ðåçóëüòàòîâ. Èíûìè ñëîâàìè, îíè îñòàþòñÿ â ñèëå, äàæå åñëè äî-
ïóñêàþòñÿ èíäóöèðîâàííûå êîïèè ~C4 (à òàêæå P̄3 â ÷àñòè, îòíîñÿùåéñÿ
ê ïîëíûì ìíîãîäîëüíûì ãðàôàì); òðåáóåòñÿ ëèøü, ÷òîáû èõ ïëîòíîñòü
íå ïðåâûøàëà o(1). Ìû ïðåäïîëàãàåì çíàêîìñòâî ñ îñíîâíûìè ïîíÿòè-
ÿìè èç ðàáîòû [13] è, íå ïûòàÿñü äóáëèðîâàòü îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ,
ïðîñòî äà¼ì ïî ìåðå íàäîáíîñòè ññûëêè íà ñîîòâåòñòâóþùèå ìåñòà â
[13]. Êðîìå ýòîãî, ìû ïîñòàðàëèñü âêëþ÷èòü â ðàáîòó äîñòàòî÷íîå ÷èñëî
èëëþñòðèðóþùèõ ïðèìåðîâ è íåôîðìàëüíûõ îáúÿñíåíèé. Ïîìèìî ïðî-
÷åãî, ýòî ïîçâîëèëî íàì âêëþ÷èòü ðÿä èíòåðåñíûõ íàáëþäåíèé î ïðèìå-
ðàõ Òóðàíà-Áðàóíà-Êîñòî÷êè, êîòîðûå íåëåãêî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå
îòäåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, íî êîòîðûå, òåì íå ìåíåå, ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü
îïðåäåë¼ííûé èíòåðåñ äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ïî (3, 4)-ïðîáëåìå
Òóðàíà.

Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â �2 ìû ïðèâîäèì (â ôîðìå,
àäàïòèðîâàííîé äëÿ íàøèõ öåëåé) íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå ôàêòû, ïî
áîëüøåé ÷àñòè çàèìñòâîâàííûå èç ïðåäûäóùèõ ðàáîò ïî (3, 4)-ïðîáëåìå
Òóðàíà, à òàêæå ôîðìóëèðóåì íàøè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Íàøå èçëîæå-
íèå ïðåðûâàåòñÿ ââåäåíèåì â �2.1.1 íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îáîçíà-
÷åíèé îáùåãî õàðàêòåðà äëÿ òåîðèè àëãåáð ôëàãîâ, à òàêæå ïåðå÷èñëåíè-
åì â �2.1.2 âñåõ êîíêðåòíûõ îáúåêòîâ (òåîðèé, òèïîâ, ôëàãîâ è.ò.ä.), èñ-
ïîëüçóåìûõ â äàííîé ðàáîòå. Â �3 ìû äîêàçûâàåì ñðàâíèòåëüíî íåñëîæ-
íîå óñèëåíèå îöåíêè Ôîí-Äåð-Ôëààññà äî çíà÷åíèÿ 7/16(1 − o(1)) (áåç
âñÿêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà Γ) è îäíîâðåìåííî íàêàïëèâàåì
ìàòåðèàë, íåîáõîäèìûé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàøåãî îñíîâíîãî ðåçóëüòà-
òà, òåîðåìû 2.3. Ñàìà ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ â �4. Ñòàòüÿ çàâåðøàåòñÿ
íåñêîëüêèìè çàêëþ÷èòåëüíûìè çàìå÷àíèÿìè â �5.

2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ
3-îäíîðîäíûå ãèïåðãðàôû â äàëüíåéøåì áóäóò íàçûâàòüñÿ ïðîñòî 3-
ãðàôàìè. Äëÿ 3-ãðàôà H è íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îáîçíà÷èì ÷åðåç exmin(n; H)
ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ð¼áåð â n-âåðøèííîì 3-ãðàôå, íå ñîäåðæàùåì
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èíäóöèðîâàííûõ êîïèé H; ïóñòü òàêæå

πmin(H)
def
= lim

n→∞
exmin(n; H)(

n
r

)

(õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòîò ïðåäåë âñåãäà ñóùåñòâóåò). Â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå íàñ â îñíîâíîì èíòåðåñóåò ñëó÷àé πmin(I

3
4 ), ãäå I3

4 � ïóñòîé 3-ãðàô
íà 4 âåðøèíàõ. Òóðàíîâñêèì áóäåì íàçûâàòü 3-ãðàô, íå ñîäåðæàùèé èí-
äóöèðîâàííûõ êîïèé I3

4 . Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, èëè ïðîñòî îðãðàô �
ýòî íàïðàâëåííûé ãðàô áåç ïåòåëü, êðàòíûõ ð¼áåð è ïàð ð¼áåð, ñîåäè-
íÿþùèõ ïàðó âåðøèí â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Äëÿ îðãðàôà
Γ è ìíîæåñòâà åãî âåðøèí V ⊆ V (Γ) ÷åðåç Γ|V îáîçà÷àåòñÿ ïîäãðàô,
èíäóöèðîâàííûé íà ìíîæåñòâî V . ~C4 � îðèåíòèðîâàííûé öèêë íà 4 âåð-
øèíàõ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà öåëèêîì ïîñâÿùåíà çíàìåíèòîé (3, 4)-ïðîáëåìå Òó-
ðàíà:

Îïðåäåëèòü çíà÷åíèå πmin(I
3
4 ).

Ìû íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî íàïîìíèì (â óäîáíûõ äëÿ íàñ òåðìèíàõ) ñòðîå-
íèå ìíîæåñòâà èçâåñòíûõ (ïðåäïîëîæèòåëüíî) ýêñòðåìàëüíûõ êîíôèãó-
ðàöèé [17, 2, 7, 1].

Ïîëîæèì Ω = Z3 × R è ðàññìîòðèì (áåñêîíå÷íûé) îðãðàô ΓK =
(Ω, EK) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí Ω, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

EK
def
= {〈(a, x), (b, y)〉 | (x + y < 0 ∧ b = a + 1) ∨ (x + y > 0 ∧ b = a− 1)} .

Ôàêò 1 ΓK íå ñîäåðæèò èíäóöèðîâàííûõ êîïèé ~C4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Âñÿêèé öèêë äëèíû 4 â
ΓK î÷åâèäíî îáÿçàí èìåòü âèä (a, x1), (a + 1, y1), (a, x2), (a + 1, y2) äëÿ
íåêîòîðîãî a ∈ Z3. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå èç 〈(a, x1), (a + 1, y1)〉 ∈ EK è
〈(a, x2), (a + 1, y2)〉 ∈ EK âûòåêàåò x1 + y1 + x2 + y2 = (x1 + y1) + (x2 +
y2) < 0, è, íà îñíîâå àíàëîãè÷íîãî ðàññìîòðåíèÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ ð¼áåð,
x1 + y1 + x2 + y2 > 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü (âîçìîæíî, áåñêîíå÷íûé) îðãðàô Γ = (V, E). Ïóñòü
FDF (Γ) � 3-ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V , â êîòîðîì òðîéêà (u, v, w)
îáúÿâëÿåòñÿ ðåáðîì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà Γ|{u,v,w} ëèáî ñî-
äåðæèò èçîëèðîâàííóþ âåðøèíó ëèáî ñîäåðæèò âåðøèíó âûõîäÿùåé ñòå-
ïåíè 2.
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Ôàêò 2 ([1]) Åñëè Γ íå ñîäåðæèò èíäóöèðîâàííûõ ~C4, òî FDF (Γ) ÿâ-
ëÿåòñÿ òóðàíîâñêèì.

Ôèêñèðóåì òåïåðü êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî S ⊆ R òàêîå, ÷òî x+y 6= 0
äëÿ âñÿêèõ x, y ∈ S.

Ôàêò 3 ([1]) Ð¼áåðíàÿ ïëîòíîñòü 3-ãðàôà FDF (ΓK |Z3×S) ñòðåìèòñÿ
ê 4/9 ïðè óñëîâèè |S| → ∞.

Èç ôàêòîâ 1-3 íåìåäëåííî âûòåêàåò âåðõíÿÿ îöåíêà πmin(I
3
4 ) ≤ 4/9.

Èñõîäíûé ïðèìåð Òóðàíà [17] ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà âñå ýëåìåí-
òû S ïîëîæèòåëüíû. Â ïðèìåðå Áðàóíà [2] îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû â S
äîïóñêàþòñÿ, íî ïî ìîäóëþ îíè îáÿçàíû áûòü ìåíüøå ëþáîãî ïîëîæè-
òåëüíîãî ýëåìåíòà. Íàêîíåö, ïðèìåðû Êîñòî÷êè [7] ñîîòâåòñòâóþò ïðî-
èçâîëüíûì ìíîæåñòâàì S. Õîòÿ èçâåñòíû ìèêðîñêîïè÷åñêèå âàðèàöèè
ýòèõ ïðèìåðîâ, ïðèâîäÿùèå ê òåì æå çíà÷åíèÿì exmin(n; I3

4 ), ñ àñèìï-
òîòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òóðàíîâñêèå ãðàôû âèäà FDF (ΓK |Z3 × S) ÿâ-
ëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè èçâåñòíûìè ïðèìåðàìè (ïðåäïîëîæèòåëüíî) ýêñ-
òðåìàëüíûõ êîíôèãóðàöèé. Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ òî÷íîãî ñìûñëà ïî-
ñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ïîëåçíî îñóùåñòâèòü åñòåñòâåííûé �ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä�, è ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû îòêëàäûâàåì äàëüíåéøåå îáñóæäåíèå äî
òîãî, êàê ìû ïðèâåä¼ì íåîáõîäèìûé ìàòåðèàë èç òåîðèè àëãåáð ôëàãîâ.

2.1 Àëãåáðû ôëàãîâ
Êàê áûëî îáåùàíî âî ââåäåíèè, ìû íå ïûòàåìñÿ äàòü çàìêíóòîå èçëî-
æåíèå îáùåé òåîðèè, ðàçâèòîé â ðàáîòå [13]. Íàøà åäèíñòâåííàÿ öåëü
çàêëþ÷àåòñÿ âî ââåäåíèè íåñêîëüêèõ íîâûõ ïîíÿòèé â äîïîëíåíèå ê ââå-
ä¼ííûì ðàíåå â ðàáîòå [13] è çàôèêñèðîâàòü îáîçíà÷åíèÿ (ìíîãèå èç êî-
òîðûõ ïðèâîäÿòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèñóíêàõ) äëÿ êîíêðåòíûõ òåî-
ðèé, èíòåðïðåòàöèé, òèïîâ, ôëàãîâ è.ò.ä., èñïîëüçóåìûõ â äàííîé ðàáîòå.

2.1.1 Äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ
Îòêðûòàÿ èíòåðïðåòàöèÿ (U, I) : T σ1

1 Ã T σ2
2 òîòàëüíà ([13, îïðåäåëåíèå

4]), åñëè ðåëÿòèâèçóþùèé ïðåäèêàò U òîæäåñòâåííî èñòèíåí: U(x) ≡ >.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òîòàëüíûå èíòåðïðåòàöèè,
è ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ñèñòåìàòè÷åñêè îïóñêàåì ïðåäèêàò U . Òîòàëüíàÿ
èíòåðïðåòàöèÿ I ãëîáàëüíà, åñëè, êðîìå ýòîãî, òèïû σ1 è σ2 òðèâèàëüíû:
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σ1 = σ2 = 0 (ãëîáàëüíûå èíòåðïðåòàöèè áûëè ðàññìîòðåíû â [13, �2.3.3]).
Äëÿ âñÿêîé ãëîáàëüíîé èíòåðïðåòàöèè I : T1 Ã T2 è òèïà σ òåîðèè
T2 åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíà èíäóöèðîâàííàÿ èíòåïðïðåòàöèÿ
Iσ : T

I(σ)
1 Ã T σ

2 .
Ëþáàÿ òîòàëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ I : T σ1

1 Ã T σ2
2 îïðåäåëÿåò ãîìî-

ìîðôèçì àëãåáð πI : Aσ1 [T1] −→ Aσ2 [T2] ([13, òåîðåìà 2.6]). Äëÿ ãëî-
áàëüíîé èíòåðïðåòàöèè I è òèïà σ òåîðèè T2, π(Iσ) áóäåò ñîêðàùàòüñÿ
äî πI,σ. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òîòàëüíîé èíòåðïðåòàöèè I : T σ1

1 Ã T σ2
2 è

φ ∈ Hom+(Aσ2 [T2],R) ñêâîçíîé ãîìîìîðôèçì φπI ∈ Hom+(Aσ1 [T1],R) áó-
äåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç φ|I . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, äëÿ φ ∈ Hom+(Aσ,R)
è èíüåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ η : [k′] −→ [|σ|] ãîìîìîðôèçì φπσ,η ∈
Hom+(Aσ,R) ([13, �2.3.1]) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç φ|η. Îáû÷íî ìû áóäåì
çàïèñûâàòü îòîáðàæåíèå η â âèäå òàáëèöû åãî çíà÷åíèé [η(1), . . . , η(k′)]
è, ïîìèìî ýòîãî, ïðè k′ = 1 êâàäðàòíûå ñêîáêè áóäóò îïóñêàòüñÿ. Íàïðè-
ìåð, äëÿ φ ∈ Hom+(Aσ,R) φ|2 îçíà÷àåò ñêâîçíîé ãîìîìîðôèçì φπσ,2 def

=
φπσ,η, ãäå η : [1] −→ [|σ|] çàäà¼òcÿ ïðàâèëîì η(1) = 2.

Äëÿ f, g ∈ Aσ f ≤σ g îçíà÷àåò ([13, îïðåäåëåíèå 6]), ÷òî φ(f) ≤ φ(g)
äëÿ âñÿêîãî φ ∈ Hom+(Aσ,R). Ýòè îáîçíà÷åíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì
îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé g1, . . . , g`, h1, . . . , h` :
Rt −→ R, ïðîïîçèöèîíàëüíîé ôîðìóëû A(p1, . . . , p`) è ýëåìåíòîâ f1, . . . , ft ∈
Aσ: A(g1(f1, . . . , ft) ≥ h1(f1, . . . , ft), . . . , g`(f1, . . . , ft) ≥ h`(f1, . . . , ft)) ïî
îïðåäåëåíèþ îçíà÷àåò, ÷òî

A(g1(φ(f1), . . . , φ(ft)) ≥ h1(φ(f1), . . . , φ(ft)), . . . , g`(φ(f1), . . . , φ(ft)) ≥ h`(φ(f1), . . . , φ(ft)))

èñòèííî äëÿ ëþáîãî âûáîðà φ ∈ Hom+(Aσ,R).
Äëÿ íåâûðîæäåííîãî òèïà σ0 ðàçìåðà k0, ãîìîìîðôèçìà φ ∈ Hom+(Aσ0 ,R)

è ðàñøèðåíèÿ (σ, η) òèïà σ0 ñî ñâîéñòâîì φ((σ, η)) > 0 ÷åðåç Sσ,η(φ) ìû
áóäåì îáîçíà÷àòü íîñèòåëü âåðîÿòíîñòíîé ìåðû Pσ,η [13, îïðåäåëåíèå
8]. Òàêèì îáðàçîì, Sσ,η(φ) � ýòî ìèíèìàëüíîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî
Hom+(Aσ,R) ñî ñâîéñòâîì P[φσ,η ∈ Sσ,η(φ)] = 1, è, êàê âñåãäà, â ñëó÷àå,
êîãäà σ0 = 0 òðèâèàëåí, η áóäåò îïóñêàòüñÿ.

2.1.2 Èìåíà
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïðèâîäèì ñïèñîê îáîçíà÷åíèé äëÿ áîëüøèíñòâà
êîíêðåòíûõ îáúåêòîâ, èñïîëüçóåìûõ â íàøåé ðàáîòå.

Òåîðèè.
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TTuran � òåîðèÿ 3-ãðàôîâ áåç èíäóöèðîâàííûõ êîïèé I3
4 .

TFDF � òåîðèÿ îðãðàôîâ áåç èíäóöèðîâàííûõ êîïèé ~C4.
TGraph � òåîðèÿ îáûêíîâåííûõ (ïðîñòûõ, íåîðèåíòèðîâàííûõ) ãðà-

ôîâ.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òåîðèè T îáîçíà÷èì ÷åðåç T ∗ å¼ ðàñøèðåíèå, ïî-

ëó÷åííîå äîáàâëåíèåì òð¼õ íîâûõ îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòíûõ ñèìâîëîâ
χ0, χ1, χ2 âìåñòå ñ àêñèîìàìè

∨

a∈Z3

χa(v), ¬(χa(v) ∧ χb(v)) (a 6= b ∈ Z3).

Èíûìè ñëîâàìè, ìû ðàñøèðÿåì òåîðèþ T íîâîé Z3-ðàñêðàñêîé χ å¼ âåð-
øèí, àïðèîðè íèêàê íå ñâÿçàííîé ñ çàäàâàåìîé T èñõîäíîé ñòðóêòóðîé.

Èíòåðïðåòàöèè.

Îáùàÿ òåîðèÿ èçëîæåíà â [13, �2.3].
FDF : TTuran Ã TFDF � îïðåäåëÿåìàÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì èíòåð-

ïðåòàöèÿ Ôîí-Äåð-Ôëààññà. Èìåííî, îáîçíà÷àÿ (åäèíñòâåííûé) ïðåäè-
êàòíûé ñèìâîë òåîðèè TTuran ÷åðåç E3, à ïðåäèêàòíûé ñèìâîë òåîðèè
TFDF ÷åðåç E, ìû ïîëàãàåì

FDF(E3)(v0, v1, v2)
def
=

∧

a 6=b∈Z3

(va 6= vb) ∧

 ∨

a∈Z3

(E(va, va+1) ∧ E(va, va−1))

∨ ∨

a∈Z3

(¬E(va, va+1) ∧ ¬E(va, va−1) ∧ ¬E(va−1, va) ∧ ¬E(va+1, va))


 .

Çàáûâàþùàÿ îðèåíòàöèþ èíòåðïðåòàöèÿ OE : TGraph Ã TFDF îïðå-
äåëÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ðàáîòàÿ â òåîðèè TFDF, ìû áóäåì ñèñòåìà-
òè÷åñêè îïóñêàòü ãîìîìîðôèçì πOE è äëÿ ýëåìåíòà f ∈ A0[TGraph] ïèñàòü
ïðîñòî πOE(f) âìåñòî f .

Çàáûâàþùàÿ ðàñêðàñêó èíòåðïðåòàöèÿ CET : T Ã T ∗ òàêæå èìååò
î÷åâèäíîå îïðåäåëåíèå. Íèæíèé èíäåêñ T â CET áóäåò îïóñêàòüñÿ â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà òåîðèÿ T ÿñíà èç êîíòåêñòà.

Îáîáùåíèå OE∗ : T ∗
Graph Ã T ∗

FDF èíòåðïðåòàöèè OE òàêæå âïîëíå
î÷åâèäíî (íà Z3-ðàñêðàñêå ýòà íòåïðåòàöèÿ äåéñòâóåò òîæäåñòâåííûì
îáðàçîì). Êàê è ðàíåå, äëÿ f ∈ A0[TGraph] ýëåìåíò πOE∗πCETGraph (f) =
πCETFDFπOE(f) áóäåò çàïèñûâàòüñÿ ïðîñòî â âèäå f .
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I3 P̄3 P3 K3

Ðèñ. 2: Ïðîñòûå ãðàôû íà 3 âåðøèíàõ

Âñå ââåä¼ííûå äî ñèõ ïîð èíòåðïðåòàöèè ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíûìè. Íàì
ïîíàäîáèòñÿ åù¼ îäíà (÷ðåçâû÷àéíî âàæíàÿ äëÿ âñåãî äîêàçàòåëüñòâà)
íåãëîáàëüíàÿ èíòåïðåòàöèÿ, îäíàêî ìû ðàññìîòðèì å¼ ÷óòü ïîçäíåå, ïî-
ñëå ââåäåíèÿ ðÿäà íåîáõîäèìûõ îáîçíà÷åíèé.

Ìîäåëè, òèïû è ôëàãè.

Â ëþáîé òåîðèè T ÷åðåç 0 îáîçíà÷àåòñÿ òðèâàëüíûé òèï ðàçìåðà 0. Â
âåðøèííî-îäíîðîäíûõ (ñì. [13, îïðåäåëåíèå 11]) òåîðèÿõ TTuran, TFDF, TGraph
÷åðåç 1 îáîçíà÷àåòñÿ åäèíñòâåííûé òèï ðàçìåðà 1.

TTuran

ρ3 ∈M3[TTuran] � ìîäåëü íà òð¼õ âåðøèíàõ ñ åäèíñòâåííûì ðåáðîì.

TGraph

M2[TGraph] ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòàõ: ρ (ðåáðî) è ν (íå-ðåáðî).
|M3[TGraph]| = 4. Ìîäåëè íà òð¼õ âåðøèíàõ âìåñòå ñ ïðèñâîåííûìè

èì èìåíàìè ïåðå÷èñëåíû íà ðèñ. 2.
E � òèï ðàçìåðà 2, ÿâëÿþùèéñÿ ðåáðîì è N � òèï ðàçìåðà 2 ñ ïóñòûì

ìíîæåñòâîì ð¼áåð.
e ∈ F1

2 [TGraph] � ýòî ðåáðî ñ îäíîé âûäåëåííîé âåðøèíîé. Èìåþòñÿ
äâà ðàçëè÷íûõ ñïîñîáà ïðåâðàòèòü ìîäåëü P̄3 ñ ðèñ. 2 â 1-ôëàã: P̄ 1,c

3 (âû-
äåëÿåòñÿ èçîëèðîâàííàÿ âåðøèíà) è P̄ 1,b

3 (âûäåëÿåòñÿ íåèçîëèðîâàííàÿ
âåðøèíà). Êàæäîå èç äâóõ ìíîæåñòâ ôëàãîâ FE

3 [TGraph], FN
3 [TGraph] ñî-

ñòîèò èç ÷åòûð¼õ ýëåìåíòîâ; îíè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3, 4 ñîîòâåòñòâåííî.

TFDF
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1 12 2

PE,b
3P̄E

3

1 12 2

K3PE,c
3

Ðèñ. 3: E-ôëàãè íà 3 âåðøèíàõ

1 12 2

P̄N,c
3IN

3

1 12 2

PN
3P̄N,b

3

Ðèñ. 4: N -ôëàãè íà 3 âåðøèíàõ

α ∈ F1
2 [TFDF] � ýòî îðèåíòèðîâàííîå ðåáðî ñ âûäåëåííîé íà÷àëüíîé

âåðøèíîé. A � òèï ðàçìåðà 2 ñ E(A) = {〈1, 2〉}, è B � òèï ðàçìåðà 2 ñ
E(B) = {〈2, 1〉}.

T ∗
Graph

pa ∈M1[T
∗
Graph] �îäíîâåðøèííàÿ ìîäåëü, ïîêðàøåííàÿ â öâåò a ∈ Z3.

ρa[νa] ∈ M2[T
∗
Graph] � ýòî ðåáðî [íå-ðåáðî ñîîòâåòñòâåííî], â êîòîðîì îáà

êîíöà ïîêðàøåíû â öâåò a. Àíàëîãè÷íî, ρa,b[νa,b] ∈M2[T
∗
Graph] � ýòî ðåáðî

[íå-ðåáðî ñîîòâåòñòâåííî], â êîòîðîì îäíà âåðøèíà ïîêðàøåíà â öâåò a,
à äðóãàÿ � â b (a 6= b ∈ Z3).

T ∗
FDF

Äëÿ a ∈ Z3 îáîçíà÷èì ÷åðåç (a) òèï ðàçìåðà 1, ïîëó÷àåìûé èç ìîäåëè
pa. Äëÿ a = 1, 2 ÷åðåç αa,3−a ∈ F (a)

2 áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ îðèåíòèðîâàííîå
ðåáðî, â êîòîðîì íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ïîêðàøåíà â öâåò a è ÿâëÿåòñÿ
âûäåëåííîé, à êîíå÷íàÿ âåðøèíà ïîêðàøåíà â öâåò 3 − a (è ÿâëÿåòñÿ
ñâîáîäíîé).

Na � òèï ðàçìåðà 2, ïîëó÷àåìûé èç νa. Â ôëàãå ~PNa
3 ∈ FNa

3 åäèíñòâåí-
íàÿ ñâîáîäíàÿ âåðøèíà v ïîêðàøåíà â öâåò (3−a); ýòîò ôëàã èìååò ð¼áðà
〈θ(1), v〉, 〈v, θ(2)〉. Ôëàã ~PNa,∗

3 ∈ FNa
3 ïîëó÷àåòñÿ èç ~PNa

3 îáðàùåíèåì îðè-
åíòàöèè ð¼áåð.
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c1 c2

χ1 χ2

χ0

Ðèñ. 5: Èíòåðïðåòàöèÿ C

Èíòåðïðåòàöèè C,OC

Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ èíñòðóìåíòîâ, èñïîëüçóåìûõ â íàñòîÿùåé
ðàáîòå, ÿâëÿåòñÿ (òîòàëüíàÿ) èíòåðïðåòàöèÿ C : T ∗

Graph Ã TE
Graph. Íà òåî-

ðèè TGraph ýòà èíòåðïðåòàöèÿ äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî, à Z3-ðàñêðàñêà χ
îïðåäåëÿåòñÿ ïî âûäåëåííîìó ðåáðó (c1, c2) â ñîîòâåòñòâèè ñ ðèñ. 5 (ïóíê-
òèðíûå ëèíèè îçíà÷àþò îòñóòñòâèå ðåáðà). Áîëåå ôîðìàëüíî, ïðåäèêàò-
íûé ñèìâîë E(v, w) òåîðèè TGraph èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñàì ñîáîé, à íîâûå
îäíîìåñòíûå ñèìâîëû χ0, χ1, χ2 èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C(χ0)(v)
def
= (E(c1, v) ≡ E(c2, v))

C(χ1)(v)
def
= v 6= c1 ∧ E(c2, v) ∧ ¬E(c1, v)

C(χ2)(v)
def
= v 6= c2 ∧ E(c1, v) ∧ ¬E(c2, v).





(1)

Ýòà êîíñòðóêöèÿ õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ââåäåíèåì îðèåíòàöèè. Èíûìè
ñëîâàìè ìû ìîæåì îïðåäåëèòü òîòàëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ OC : T ∗

FDF Ã
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TA
FDF, ñîõðàíÿþùàÿ ð¼áðà è èõ îðèåíòàöèþ è ââîäÿùóþ Z3-ðàñêðàñêó

àíàëîãè÷íî (1), ïîëíîñòüþ èãíîðèðóÿ ïðè ýòîì îðèåíòàöèþ íà ð¼áðàõ
(ôîðìàëüíî ñëåäóåò âåçäå çàìåíèòü ïðåäèêàòíûé ñèìâîë E(v, w) íà äèçü-
üþíêöèþ E(v, w)∨E(w, v)). Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ êîììóòàòèâíàÿ äèà-
ãðàììà èíòåïðåòàöèé (è, ñëåäîâàòåëüíî, èíäóöèðîâàííûõ èìè ãîìîìîð-
ôèçìîâ):

T ∗
Graph

C−−−→ TE
Graph

OE∗
y

yOEA

T ∗
FDF

OC−−−→ TA
FDF

(2)

2.2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ãèïîòåçû
Íà ÿçûêå àëãåáð ôëàãîâ îáñóæäàâøèåñÿ âûøå ãèïîòåçû âûðàæàþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ãèïîòåçà 1 ((3, 4)-ïðîáëåìà Òóðàíà) ρ3 ≥ 4/9.

Ãèïîòåçà 2 (ãèïîòåçà Ôîí-Äåð-Ôëààññà) πFDF(ρ3) ≥ 4/9.

Ïóñòü µ � ïðîèçâîëüíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà áîðåëåâñêèõ ïîäìíî-
æåñòâàõ Z3 × R, èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû S3 íà ïåðâîé êîîðäèíàòå. Èç òàêîé ìåðû åñòåñòâåííûì îáðàçîì
(ïóò¼ì çàìåíû ïëîòíîñòåé íà ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû ïî ìåðå µ, ñð.
[9]) ïîëó÷àåòñÿ ãîìîìîðôèçì φµ ∈ Hom+(A0[TFDF],R). Äëÿ âñÿêîé òàêîé
µ èìååò ìåñòî φµ|FDF(ρ3) = 4/9, è ýòè φµ|FDF îáðàçóþò âñå èçâåñòíûå â
íàñòîÿùèé ìîìåíò ãîìîìîðôèçìû ψ ∈ Hom+(A0[TTuran],R) ñî ñâîéñòâîì
ψ(ρ3) = 4/9.

Ïðåäëîæåíèå 2.1 ([1]) πFDF(ρ3) ≥ 3/7.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü íàøè îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2.2 πFDF(ρ3) ≥ 7/16.

Òåîðåìà 2.3 à) P̄3 = 0 =⇒ πFDF(ρ3) ≥ 4/9.

á) ρ ≥ 2/3−ε =⇒ πFDF(ρ3) ≥ 4/9, ãäå ε > 0 � íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ
êîíñòàíòà.
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3 Ïðîñòîé ñëó÷àé: äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
2.2

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàáîòàåì â òåîðèè TFDF; íàïîìíèì (ñì. ðàçäåë
2.1.2), ÷òî ñ ïîìîùüþ çàáûâàþùåé èíòåðïðåòàöèè OE ìû ìîæåì ñâî-
áîäíî èñïîëüçîâàòü â ýòîé òåîðèè âñå îáîçíà÷åíèÿ, ââåä¼ííûå ðàíåå äëÿ
òåîðèè TGraph.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå âû÷èñëåíèÿ óïðîùàþòñÿ è ñòàíîâÿòñÿ áîëåå
èíòóèòèâíûìè ïîñëå ïðèìåíåíèÿ àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàìåíÿ-
þùåãî íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ âåëè÷èíû íà èõ îòêëîíåíèÿ îò
çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ â (ïðåäïîëîæèòåëüíî) ýêñòðåìàëüíûõ êîíôèãó-
ðàöèÿõ. Ïóñòü, â ÷àñòíîñòè,

δ
def
= 4/9− πFDF(ρ3);

δρ
def
= 2/3− ρ;

δK3

def
= 2/9−K3;

δα
def
= 1/3− α.





(3)

Ãèïîòåçà Ôîí-Äåð-Ôëààññà ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà δ ≤ 0,
è äëÿ íà÷àëà ìû ïåðåïèøåì δ â ñëåäóþùåì âèäå:

δ =
1

2
(δK3 − δρ − P̄3)− 3Jδ2

αK1 (4)

(îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà óñðåäíÿþùåãî îïåðàòîðà J·Kσ èçëîæå-
íû â [13, �2.2]). Ýòî ðàâåíñòâî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïóò¼ì ïðåäñòàâëåíèÿ
îáåèõ ÷àñòåé â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñåìè îðãðàôîâ íà ðèñ. 1 è
ñðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí

f
def
=

1

2
(δK3 − δρ − P̄3) (5)

â (4) íà ñàìîì äåëå ïðèíàäëåæèò (îáðàçó) A0[TGraph]. Áîëåå òîãî, åñëè
ìû âðåìåííî îòâëå÷¼ìñÿ îò ñëàãàåìîãî P̄3, ýòîò ÷ëåí ñîîòâåòñòâóåò êëàñ-
ñè÷åñêîé çàäà÷å îöåíêå ñíèçó ÷èñëà òðåóãîëüíèêîâ â ãðàôå ñ çàäàííûì
÷èñëîì ð¼áåð. Äàâàéòå âíà÷àëå ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü ïðîñòóþ îöåíêó
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K3 ≥ ρ(2ρ − 1) èç ðàáîòû Ãóäìàíà [6]. Â êàñàòåëüíûõ êîîðäèíàòàõ (3)
ýòà îöåíêà ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

δK3 ≤
5

3
δρ − 2δ2

ρ, (6)

è ââèäó òîãî, ÷òî JδαK1 = 1
2
δρ, ïîäñòàâëÿÿ â (4) ìû ïîëó÷èì

δ ≤ 1

3
δρ − δ2

ρ −
1

2
P̄3 − 3Jδ2

αK1 ≤
1

3
δρ − 7

4
δ2
ρ.

Îòìåòèì, ÷òî ýòîãî íåðàâåíñòâà óæå äîñòàòî÷íî äëÿ ïðåäëîæåíèÿ 2.1
(ò.å. δ ≤ 1

63
). Êðîìå ýòîãî, îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî δρ ≤ 0 ñðàçó âëå÷¼ò

èñêîìîå íåðàâåíñòâî δ ≤ 0, ïîýòîìó â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ðàáîòû ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü δρ ≥ 0 (ò.å. ρ ≤ 2/3).

Îïòèìàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà íà K3 êàê ôóíêöèÿ ρ â èíòåðâàëå ρ ∈
[1/2, 2/3] áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [5] è ïåðåäîêàçàíà äðóãèìè ìåòîäàìè
â ñòàòüÿõ [14, 11]. Õîòÿ ýòà îöåíêà ñàìà ïî ñåáå âûãëÿäèò íå ñëèøêîì
ïðèâëåêàòåëüíî: K3 ≥ (1−√4−6ρ)(2+

√
4−6ρ)2

18
, â êàñàòåëüíûõ êîîðäèíàòàõ (3)

îíà ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δρ ≥ 0 =⇒ δK3 ≤ δρ +

√
6

3
δ3/2
ρ

(îòìåòèì, ÷òî ïî î÷åâèäíûì ïðè÷èíàì ýòà îöåíêà âñ¼ åù¼ ñïðàâåäëè-
âà â èíòåðâàëå ρ ∈ [0, 1/2], õîòÿ òàì îíà è íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé).
Ñðàâíèâàÿ ñ (4), ìû çàêëþ÷àåì:

δ ≤
√

6

6
δ3/2
ρ − P̄3 − 3Jδ2

αK1. (7)

Òåîðåìà 2.2 ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δ ≤
√

6

6
δ3/2
ρ − P̄3 − 3Jδ2

αK1 ≤
√

6

6
δ3/2
ρ − 3

4
δ2
ρ ≤

1

144

(ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè δρ = 1/6), èëè, èíûìè ñëîâàìè, πFDF(ρ3) ≥
7/16.
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4 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà
Íàøåé îòïðàâíîé òî÷êîé ñëóæèò ïðåäñòàâëåíèå (4), è äëÿ íà÷àëà ìû
ïðèâåä¼ì ïàðó ïðèìåðîâ, äåìîíñòðèðóþùèõ íåèçáåæíûå ñëîæíîñòè, âîç-
íèêàþùèå ïðè ïîïûòêàõ óñèëåíèÿ îöåíêè òåîðåìû 2.2 äî δ ≤ 0.

Çàìåòèì, ÷òî íè ïðåäëîæåíèå 2.1 íè óñèëèâàþùàÿ åãî òåîðåìà 2.2
íèêàê íå èñïîëüçóþò îòñóòñòâèå êîïèé ~C4. Íàø ïåðâûé ïðîñòîé ïðèìåð
ïîêàçûâàåò, ÷òî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ äàëüíåéøåå ïðîäâèæå-
íèå íåâîçìîæíî.

Ïðèìåð 1 Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ îðèåíòàöèþ ïîëíîãî ñáàëàíñèðîâàí-
íîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà. Åé ñîîòâåòñòâóåò φ ∈ Hom+(A0[TOrgraph],R) ñî
ñâîéñòâîì φ(πFDF(ρ3)) = 7/16 (çäåñü TOrgraph � ýòî òåîðèÿ ïðîèçâîëü-
íûõ îðãðàôîâ, âîçìîæíî, ñîäåðæàùèõ èíäóöèðîâàííûå êîïèè ~C4). Ýòî
ðàâåíñòâî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî; ìîæíî òàêæå ïðîñòî çà-
ìåòèòü, ÷òî äëÿ ãîìîìîðôèçìà φ âñå íåðàâåíñòâà, èñïîëüçóåìûå â äîêà-
çàòåëüñòâå òåîðåìû 2.2, ïðåâðàùàþòñÿ â òî÷íûå ðàâåíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, íàì ñëåäóåò êàê-òî èñïîëüçîâàòü óñëîâèå îá îòñóò-
ñòâèå êîïèé ~C4, è, ïðîñìàòðèâàÿ åù¼ ðàç äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2,
ëåãêî âèäåòü, ÷òî åäèíñòâåííàÿ îñòàâøàÿñÿ ëàçåéêà çàêëþ÷àåòñÿ â ÷ëåíå
Jδ2

αK1. Íàì ñëåäóåò ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ýòîì óñëîâèè ãðàô Γ äîëæåí áûòü
äîñòàòî÷íî íåðåãóëÿðíûì (îòíîñèòåëüíî âûõîäÿùåé ñòåïåíè) è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ÷ëåí Jδ2

αK1 äîëæåí áûòü ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì òðèâèàëüíàÿ
íèæíÿÿ îöåíêà Jδ2

αK1 ≥ 1
4
δ2
ρ ïî Êîøè-Øâàðöó, èñïîëüçîâàííàÿ â äîêàçà-

òåëüñòâå òåîðåìû 2.2. Íàø âòîðîé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò, ÷òî äàæå ïðè
îòñóòñòâèè èíäóöèðîâàííûõ êîïèé ~C4 ýòîò ÷ëåí ìîæåò èìåòü ïîðÿäîê
ëèøü δ3/2

ρ (ñð. (7)); â ÷àñòíîñòè, â ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà, îïåðèðóþùåé
ñ íåîðèåíòèðîâàííûìè ãðàôàìè, ìû íèêàê íå ìîæåì îáîéòèñü ïðîñòîé
îöåíêîé Ãóäìàíà (6).

Ïðèìåð 2 Ñóùåñòâóåò φ ∈ Hom+(A0[TFDF],R) òàêîé, ÷òî φ(P̄3) = 0
è φ(f), φ(Jδ2

αK1) = Θ(φ(δ3/2
ρ )).

Êàê è â ðàçäåëå 2.2, ãîìîìîðôèçì φ îïðåäåëÿåòñÿ ïî íåêîòîðîé âåðîÿò-
íîñòíîé ìåðå µ íà Z3×R. Ðàçíèöà ñîñòîèò â òîì, ÷òî õîòÿ µ è ÿâëÿåòñÿ
ìàëûì âîçìóùåíèåì S3-èíâàðèàíòíîé ìåðû, ñàìà îíà íà ýòîò ðàç òàêî-
âîé íå ÿâëÿåòñÿ.
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Áîëåå òî÷íî, îáîçíà÷èì ÷åðåç µ ëåáåãîâó ìåðó íà ìíîæåñòâå

S
def
= {0}×[−1/6+δ0/2, 1/6−δ0/2] ∪ {1}×[−1/6−δ0/2, 1/6] ∪ {2}×[−1/6, 1/6+δ0/2],

è ïóñòü φ ∈ Hom+(A0[TFDF],R) � ñîîòâåòñòâóþùèé åé ãîìîìîðôèçì.
Íåñëîæíîå âû÷èñëåíèå äà¼ò

φ(δρ) =
3

2
δ2
0,

à òàêæå (ñì. (5))
φ(f) =

3

4
δ3
0. (8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, φ(Jδ2
αK1) � ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âåëè÷è-

íû (α[(a,x)] − 4/9)2, ãäå (a,x) âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì èç S, à
α[(a, x)] � îòíîñèòåëüíàÿ âûõîäÿùàÿ ñòåïåíü âåðøèíû (a, x) ∈ S. Íàøå
ìíîæåñòâî S, îäíàêî, áûëî ñïåöèàëüíî ñêîíñòðóèðîâàíî òàêèì îáðàçîì,
÷òî α[(a, x)] ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò 4/9 òîëüêî ïðè x 6∈ [−1/6 + δ0/2, 1/6−
δ0/2] (ò.å. íà ìíîæåñòâå ìåðû O(δ0)), è ñàìî ýòî îòëè÷èå òàêæå îöåíèâà-
åòñÿ ñâåðõó êàê O(δ0). Ñëåäîâàòåëüíî, φ(Jδ2

αK1) = Θ(δ3
0) = Θ(φ(δρ))

3/2.

Ïîñëåäíèé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì äëÿ ïîíèìàíèÿ
îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà, òàê êàê åãî ñòðàòåãèÿ â íåêîòîðîì
ñìûñëå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îïèñûâàåìàÿ ýòèì ïðèìå-
ðîì ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèõóäøåé âîçìîæíîé. Âíà÷àëå ìû, ðàáîòàÿ â
òåîðèè TGraph, ïîêàçûâàåì, ÷òî èç f ≥ 0 ñëåäóåò, ÷òî íåîðèåíòèðîâàí-
íûé ãðàô, ïîëó÷åííûé èç èñõîäíîãî ñòèðàíèåì îðèåíòàöèè, ìîæåò áûòü
î÷åíü õîðîøî ïðèáëèæåí ïîëíûì òð¼õäîëüíûì ãðàôîì, â êîòîðîì îäíà
èç äîëåé èìååò ïëîòíîñòü p0 < 1/3 òàêóþ, ÷òî δ0

def
= 1/3 − p0 óäîâëåòâî-

ðÿåò íåðàâåíñòâó 3
4

(
1
3
− p0

)3
δ3
0 ≥ f (ñð. (8)). Ýòà ÷àñòü óñòàíàâëèâàåòñÿ

â ðàçäåëå 4.1, è å¼ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò âû÷èñëèòåëü-
íûå âîçìîæíîñòè, ïðåäîñòàâëÿåìûå ìåòîäîì àëãåáð ôëàãîâ. Ïîñëå ýòî-
ãî ìû êîíöåíòðèðóåì íàøå âíèìàíèå íà äâóõ îñòàâøèõñÿ äîëÿõ íàøåãî
òð¼õäîëüíîãî ãðàôà è ïîêàçûâàåì, ÷òî, â òî÷íîñòè, êàê â ïðèìåðå 2,
èíäóöèðîâàííûé íà ýòè äîëè ïîäãðàô îáÿçàí ñîäåðæàòü Ω(δ0) âåðøèí
îòíîñèòåëüíîé âûõîäÿùåé ñòåïåíè ñóùåñòâåííî ìåíüøå δ0. Ýòè âåðøè-
íû è âíåñóò èñêîìûé âêëàä â Jδ2

αK1 (ðàçäåë 4.2).

18



4.1 Ïîñòðîåíèå õîðîøåé ðàñêðàñêè
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïî áîëüøåé ÷àñòè ðàáîòàåì â òåîðèÿõ TGraph,
T ∗
Graph. Ââåä¼ì åù¼ îäíî îáîçíà÷åíèå â ñòèëå (3):

δ0 =
1

3
− p0.

Êðîìå ýòîãî ïîëîæèì

κ
def
=

∑

a∈Z3

ρa +
∑

a 6=b∈Z3

νa,b;

ýòîò ýëåìåíò èçìåðÿåò êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ èñõîäíîãî (íåîðèåíòèðî-
âàííîãî) ãðàôà ïîëíûì òð¼õäîëüíûì ãðàôîì, îïðåäåëÿåìûì ðàñêðàñ-
êîé χ. Ïóñòü òàêæå

κ̃
def
= ρ1 + ρ2 + ν1,2

è
κ′ def

=
∑

a6=b∈Z3

νa,b. (9)

Öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðå-
ìû.

Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü φ ∈ Hom+(A0[TFDF],R) òàêîâ, ÷òî

φ(f) ≥ 0 (10)

è ëèáî φ(P̄3) = 0 ëèáî φ(δρ) ≤ 10−6. Òîãäà ñóùåñòâóåò φ∗ ∈ Hom+(A0[T ∗
FDF],R)

ñ φ∗|CE = φ òàêîé, ÷òî åãî îãðàíè÷åíèå ψ∗ def
= φ∗|OE∗ ∈ Hom+(A0[T ∗

Graph],R)
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì.

à) δ0 ≥ 0;

á) â ñëó÷àå φ(P̄3) = 0 âûïîëíåíî κ = ρ0 (è òàêèì îáðàçîì κ̃ = κ′ =
0);

â) δ2
0 ≤ 6δρ;

ã) f + 10−5κ ≤ 3
4
δ3
0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàøà ðàñêðàñêà íå áóäåò çàâèñåòü îò îðèåíòàöèè
(èíûìè ñëîâàìè, ψ∗ áóäåò ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòüñÿ îãðàíè÷åíèåì ψ

def
=

φ|OE). Ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ ìû âûáèðàåì ðåáðî (c1, c2) è Z3-
ðàñêðàøèâàåì íàø ãðàô êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5. (c1, c2) âûáèðàåòñÿ òàê,
÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ïëîòíîñòü κ íåïðàâèëüíî ðàñêðàøåííûõ ïàð âåð-
øèí. Ïîñëå ýòîãî ìû â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ïåðåñòàâëÿåì öâåòà (ýëå-
ìåíò κ èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ëþáîé òàêîé ïåðåñòàíîâêè) òàê, ÷òîáû
äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî 0 ÿâëÿåòñÿ íàèìåíåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèìñÿ öâåòîì,
÷òî àâòîìàòè÷åñêè ïîâëå÷¼ò ñâîéñòâî à).

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ñòðîãîìó äîêàçàòåëüñòâó. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé
ãîìîìîðôèçì φA, áàçèðóåìûé â φ [13, îïðåäåëåíèå 10], è âûáåðåì òî åãî
çíà÷åíèå φA ∈ SA(φ), êîòîðîå:

1. ìèíèìèçèðóåò πOE,A(KE
3 ), åñëè φ(P̄3) = 0;

2. ìèíèìèçèðóåò πOE,AπC(κ) (ñì. êîììóòàòèâíóþ äèàãðàììó (2)), åñ-
ëè φ(δρ) ≤ 10−6.

Ïóñòü ψ
def
= φ|OE è ψE def

= φA|OEA ∈ Hom+(AE[TGraph],R). Îòìåòèì, ÷òî â
ïåðâîì ñëó÷àå (φ(P̄3) = 0) óñëîâèå φA ∈ SA(φ) íåìåäëåííî âëå÷¼ò

ψE(P̄E
3 ) = ψE|i(P̄ 1,b

3 ) = ψE|i(P̄ 1,c
3 ) = 0 (i = 1, 2); (11)

èíûìè ñëîâàìè, êîïèè P̄3 îáÿçàíû îòñóòñòâîâàòü äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ,
êîãäà îíè ñîäåðæàò îäíó èëè äâå âûäåëåííûõ âåðøèíû.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ìû ïðîñòî ïîëàãàåì

φ∗ = φA|OC

(ñì. (2)). Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû äîïîëíèòåëüíî ïðîïóñêàåì φA|OC ÷åðåç
àâòîìîðôèçì àëãåáðû A0[T ∗

FDF], ñîîòâåòñòâóþùèé ïîäõîäÿùåé ïåðåñòà-
íîâêå öâåòîâ ñ òåì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå ñâîéñòâà à) â òåîðåìå
4.1.

Îáîçíà÷èì òàêæå ψ∗ def
= φ∗|OE∗ ∈ Hom+(A0[T ∗

Graph],R). Ìû óòâåðæäà-
åì, ÷òî ψ∗ óäîâëåòâîðÿåò âñåì ÷åòûð¼ì ñôîðìóëèðîâàííûì â òåîðåìå
4.1 ñâîéñòâàì.
Ñâîéñòâî à). Âî âòîðîì ñëó÷àå (φ(δρ) ≤ 10−6) äàííîå ñâîéñòâî íåïî-
ñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç íàøåé êîíñòðóêöèèè.
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Åñëè φ(P̄3) = 0, òî çàìåòèì âíà÷àëå, ÷òî (ñ ó÷¼òîì (11)) âûïîëíåíî
ψ∗(δ0) = ψE(1/3−KE

3 ). Äàëåå, â òåîðèè TGraph èìååò ìåñòî âû÷èñëåíèå

J1/3−KE
3 KE = 4f +

7

3
P̄3 + 2J(e− 2/3)2K1 ≥ 4f,

êîòîðîå â ñèëó φ(f) ≥ 0 âëå÷¼ò φ(J1/3 − KE
3 KE) ≥ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî ðàñøèðåíèå ψE ∈ SE(ψ) òàêîå, ÷òî

ψE(KE
3 ) ≤ 1/3. (12)

Ñîãëàñíî [13, òåîðåìà 4.1], ñëó÷àéíûé ãîìîìîðôèçì ψE îáëàäàåò ðàñïðå-
äåëåíèåì, ÿâëÿþùèìñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé ðàñïðåäåëåíèé φA|OEA è
φB|OEB . Òàê êàê ýëåìåíò KE

3 ñèììåòðè÷åí ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåñòàíîâêå
ìåòîê äâóõ âûäåëåííûõ âåðøèí, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå òðè ñëó÷àéíûå
ïåðåìåííûå ψE(KE

3 ),φA|OEA(KE
3 ) è φB|OEB(KE

3 ) îáëàäàþò èäåíòè÷íûì
ðàñïðåäåëåíèåì. È ïîñêîëüêó íàø φA ïî îïðåäåëåíèþ ìèíèìèçèðóåò
φA|OEA(KE

3 ), ñâîéñòâî à) âûòåêàåò èç (12).
Ñâîéñòâî á) ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, åñëè ïðèãëÿäåòüñÿ ê ðèñ. 3. Èç
φ(P̄3) = 0 è (11) ëåãêî âûòåêàåò, ÷òî åäèíñòâåííûé íåíóëåâîé âêëàä â
ψ∗(κ) âíîñèòñÿ êîïèÿìè KE

4 è, ñëåäîâàòåëüíî, ψ∗(κ) = ψ∗(ρ0).
Ïðîâåðêà äâóõ îñòàâøèõñÿ êðèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ â) è ã) ñâîäèòñÿ ê

òèïè÷íîìó (è äîâîëüíî ãðîìîçäêîìó âî âòîðîì ñëó÷àå) âû÷èñëåíèþ â
àëãåáðàõ ôëàãîâ, íàéäåííîìó ïðè ïîìîùè êîìïüþòåðà. Ïåðåä òåì, êàê
ïðèâåñòè ýòè âû÷èñëåíèÿ, îòìåòèì, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ïåðâîì
ñëó÷àå ìû âûáðàëè ãîìîìîðôèçì φA|OEA ìèíèìèçèðóþùèì âåëè÷èíó
KE

3 , îí òåì íå ìåíåå òàêæå ìèíèìèçèðóåò φA(κ) (÷òî ñîâïàäàåò ñ KE
4

â ñèëó óæå äîêàçàííîãî ñâîéñòâà á)). Êîìáèíàòîðíîå îáúÿñíåíèå ýòîìó
ôàêòó î÷åâèäíî: ψ ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó k-äîëüíîìó ãðàôó (äëÿ íåêî-
òîðîãî k, âîçìîæíî, ðàâíîãî áåñêîíå÷íîñòè), è îáå âåëè÷èíû KE

3 è KE
4

ìèíèìèçèðóþòñÿ îäíèì è òåì æå ìíîæåñòâîì ð¼áåð, à èìåííî, ð¼áðàìè,
ñîåäèíÿþùèìè äâå äîëè ìàêñèìàëüíîãî ðàçìåðà. Ìû îïóñêàåì ïðîñòîå
ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî.
Ñâîéñòâî â). Îòìåòèì, ÷òî ψ∗(κ) = ψE(πC(κ)) (ââèäó òîãî, ÷òî κ èíâà-
ðèàíòåí îòíîñèòåëüíî àâòîìîðôèçìîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåñòàíîâêàì
öâåòîâ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó îïðåäåëÿþùåãî ñâîéñòâà [13, îïðåäå-
ëåíèå 10] èìååì

E
[
ψE(πC(κ))

]
=
JπC(κ)KE

ψ(ρ)
.
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Òàê êàê ψE ∈ SE(ψ) ìèíèìèçèðóåò πC(κ) (ìû ñíîâà èñïîëüçóåì òîò ôàêò,
÷òî πC(κ) ∈ FE

3 [TGraph] èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè öâåòîâ),
ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

ψ(JπC(κ)KE) ≥ ψ∗(κ)ψ(ρ).

Ïîäíèìàÿ ýëåìåíòû JπC(κ)KE è ρ â àëãåáðó A0[T ∗
Graph] ñ ïîìîùüþ çà-

áûâàþùåé èíòåðïðåòàöèè, ìû ìîæåì óïðîñòèòü îáîçíà÷åíèÿ è ïðîñòî
ñêàçàòü, ÷òî ãîìîìîðôèçì ψ∗ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

πCE(JπC(κ)KE) ≥ κ · πCE(ρ). (13)

Ïóñòü

f1
def
=

4

9
(1− 9(p0p1 + p0p2 + p1p2)

2)

= (δ2
0 +

1

3
(p1 − p2)

2)(1 + 3(p0p1 + p0p2 + p1p2)) ≥ δ2
0.





(14)

Îïðåäåëèì òàêæå ýëåìåíò f2 ∈ A0
4[TGraph] ÷åðåç

f2
def
= 4(Je2K1 − ρ2) + J(PN

3 − 2IN
3 )2KN ≥ 0. (15)

Òîãäà íåðàâåíñòâî â ñâîéñòâå â) áóäåò ñëåäîâàòü èç (10), (13) (14), (15) è
ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:

f1 +2(πCE(JπC(κ)KE)−κ ·πCE(ρ))+20πCE(f)+2πCE(f2) ≤ 6πCE(δρ). (16)

(16), â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì êî-
ýôèèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè îáåèõ ÷àñòåé ïî ìîäåëÿì A0

4[T
∗
Graph] (èõ âñåãî

357 øòóê). Ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ ýòîé ðàáîòû ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ëèøü
îäèí ÷ëåí â (16) çàâèñèò îò îáåèõ ñòðóêòóð ñðàçó è ïåðåïèñàòü åãî â âèäå

κπCE(ρ) ≥ 1

2
f1 + πCE(JπC(κ)KE + 10f + f2 − 3δρ). (17)

Çàìåòèì, ÷òî îáå ÷àñòè â ýòîì íåðàâåíñòâå íå çàâèñÿò îò ïåðåñòàíîâîê
öâåòîâ.

Íà ðèñ. 6 çàòàáóëèðîâàíû çíà÷åíèÿ 1
2
f1 íà ìîäåëÿõ èç A0

4[T
∗
Graph] äëÿ

âñåõ âîçìîæíûõ ðàñêðàñîê χ (çäåñü a, b, c ∈ Z3 � ïðîèçâîëüíûå ïîïàðíî
ðàçëè÷íûå öâåòà).

22



a

a a

a

2/9

a

a b

a

2/9

a

b b

a

−1/9

a

b c

a

−1/9

Ðèñ. 6: Çíà÷åíèÿ 1
2
f1

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, íà ðèñ. 7 óêàçàíû çíà÷åíèÿ ýëåìåíòà JπC(κ)KE+
10f + f2 − 3δρ ∈ A0

4[TGraph]. Íåðàâåíñòâî (17) ïî ñóùåñòâó îçíà÷àåò, ÷òî
åñëè ìû ïðîèçâîëüíî ñîâìåñòèì ïåðâóþ èëè âòîðóþ êàðòèíêó íà ðèñ. 6 ñ
òðåòüåé èëè ÷åòâ¼ðòîé íà ðèñ. 7 (âñå îñòàëüíûå ñëó÷àè òðèâèàëüíû ââè-
äó òîãî, ÷òî ñóììà êî.ôôèöèåíòîâ íåîòðèöàòåëüíà), òî äëÿ ïî êðàéíåé
ìåðå äâóõ ð¼áåð äîïîëíèòåëüíàÿ ê íèì ïàðà âåðøèí âíîñèò ñâîé âêëàä
â κ. Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî.
Ñâîéñòâî ã). Îáðàçóåì ýëåìåíò

f3
def
=

3

4
δ3
0 − f +

87

40
κ′δρ − 1

39240
κ

− 43

160
(πCE(JπC(κ)KE)− κ · πCE(ρ))

≤ 3

4
δ3
0 − f +

87

40
κ′δρ − 2 · 10−5κ.





(18)

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî f3 ≥ 0; ïðåæäå, ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó
ýòîãî ôàêòà, äàâàéòå óáåäèìñÿ, ÷òî èç íåãî â ñàìîì äåëå âûòåêàåò ñâîé-
ñòâî ã). Åäèíñòâåííûé ïðîáëåìàòè÷íûé ÷ëåí â (18) � ýòî 87

40
κ′δρ.

Åñëè φ(P̄3) = 0, òî ψ∗(κ′) = 0 â ñèëó óæå äîêàçàííîãî ñâîéñòâà á), è
ýòîò ÷ëåí ïðîñòî îáðàùàåòñÿ â 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè 0 ≤ δρ ≤ 10−6

ìû èìååì 87
40

κ′δρ ≤ 87
40

κδρ ≤ 10−5κ, òàê ÷òî f3 ≥ 0 âñ¼ åù¼ âëå÷¼ò ñâîéñòâî
ã).

Íàøå äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà f3 ≥ 0 ñóãóáî âû÷èñëèòåëüíîå è
ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äîñòàòî÷íî õîðîøåå ðàöèîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå ê
ðåçóëüòàòó íóìåðè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è ïîëîæè-
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−2/9 −2/9 1/9 1/9

−2/9 −85/18 −67/18 −68/9

−38/9 −29/9 −7/18

Ðèñ. 7: ×ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé TGraph

òåëüíî ïîëóîïðåäåë¼ííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èìåííî,

f3 ≥ δ0p0

(
9

4
(p1 − p2)

2 +
491

654
κ

)
+

1

5232

8∑

i=1

JQi(~gi)Kσi
, (19)

ãäå σ1, . . . , σ8 � íåêîòîðûå òèïû, ~gi = (gi1, . . . , gidi
) � êîðòåæè ýëåìåíòîâ

èç Aσi , è Qi � ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåë¼ííûå öåëî÷èñëåííûå êâàäðà-
òè÷íûå ôîðìû, çàäàííûå ïðèâîäèìûìè íèæå ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäå-
ë¼ííûìè ìàòðèöàìè Mi ðàçìåðà (di×di). Áîëåå òî÷íî, ïóñòü σ1 = σ2

def
= 0.

d1 = 4, ~g1
def
= (ν12, v01 + ν02, ρ1 + ρ2, ρ0) è

M1
def
=




6549 5619 −598 −1468

5619 7868 −832 −2094

−598 −832 99 150

−1468 −2094 150 1406




.
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d2 = 3, ~g2 = (ν2 − ν1 − ρ02 + ρ01, ν02 − ν01, ρ2 − ρ1) è

M2
def
=




1308 −598 −209

−598 279 95

−209 95 39


 .

Âñå îñòàâøèåñÿ òèïû σ3, . . . , σ8 èìåþò ðàçìåð 2 è ïîëó÷àþòñÿ èç ìîäå-
ëåé ρ0, ν12, ρ1, ν01, ρ2, ν02 ñîîòâåòñòâåííî. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â íåñèì-
ìåòðè÷íûõ òèïàõ σ4, σ6, σ8 íîìåð 1 ïðèñâàèâàåòñÿ âåðøèíå ñ ìåíüøèì
(â ïîðÿäêå 0 < 1 < 2) öâåòîì. di = 12 (3 ≤ i ≤ 8), è ~gi ïåðå÷èñëÿåò âñå
ôëàãè èç Fσi

3 â íåêîòîðîì ñïåöèàëüíîì ïîðÿäêå. Ýòîò ïîðÿäîê çàäà¼òñÿ
ñëåäóþùèì ñïîñîáîì, îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ 3 ≤ i ≤ 8.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òèïà σ ðàçìåðà 2 ôëàã F = (M, θ) ∈ Fσ
3 [T ∗

Graph]
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òðîéêîé (a, ε1, ε2) (a ∈ Z3, εi ∈ {0, 1}), ãäå a �
ýòî öâåò åäèíñòâåííîé íåïîìå÷åííîé âåðøèíû v ∈ V (M), à εi = 1 â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà (θ(i), v) ∈ E(M). Ìû ïåðå÷èñëÿåì ôëàãè èç
Fσ

3 ïóò¼ì ïðèïèñûâàíèÿ F íîìåðà j = 1 + 4a + 2ε1 + ε2; ïðè σ = σi ýòî è
åñòü j-é ÷ëåí êîðòåæà ~gi.

Ìàòðèöû Mi çàäàþòñÿ êàê

M3
def
=




837 0 0 999 470 −222 −222 −2 470 −222 −222 −2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

999 0 0 1209 565 −267 −267 −2 565 −267 −267 −2

470 0 0 565 1235 1487 1487 1317 −697 −1738 −1738 −1320

−222 0 0 −267 1487 6186 −661 2209 −1738 778 −6063 −2209

−222 0 0 −267 1487 −661 6186 2209 −1738 −6063 778 −2209

−2 0 0 −2 1317 2209 2209 1812 −1320 −2209 −2209 −1807

470 0 0 565 −697 −1738 −1738 −1320 1235 1487 1487 1317

−222 0 0 −267 −1738 778 −6063 −2209 1487 6186 −661 2209

−222 0 0 −267 −1738 −6063 778 −2209 1487 −661 6186 2209

−2 0 0 −2 −1320 −2209 −2209 −1807 1317 2209 2209 1812



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M4
def
=




2916 3470 3470 −4218 5950 6718 4584 −2394 5950 4584 6718 −2394

3470 4660 4128 −4644 6626 7794 5940 −3322 6464 6048 8854 −2436

3470 4128 4660 −4644 6464 8854 6048 −2436 6626 5940 7794 −3322

−4218 −4644 −4644 9928 −8710 −12116 −6680 3014 −8710 −6680 −12116 3014

5950 6626 6464 −8710 20386 19018 8784 −3532 7288 7046 5488 −6446

6718 7794 8854 −12116 19018 26982 13098 −2558 5488 10994 10042 −7774

4584 5940 6048 −6680 8784 13098 8742 −3386 7046 8466 10994 −4004

−2394 −3322 −2436 3014 −3532 −2558 −3386 3196 −6446 −4004 −7774 880

5950 6464 6626 −8710 7288 5488 7046 −6446 20386 8784 19018 −3532

4584 6048 5940 −6680 7046 10994 8466 −4004 8784 8742 13098 −3386

6718 8854 7794 −12116 5488 10042 10994 −7774 19018 13098 26982 −2558

−2394 −2436 −3322 3014 −6446 −7774 −4004 880 −3532 −3386 −2558 3196




M5
def
=




16258 8232 8232 6430 3311 −1191 −1191 −3036 5681 −128 −128 −3056

8232 10089 7010 6750 −3325 −651 −1830 −3146 1142 −1394 −2761 −2975

8232 7010 10089 6750 −3325 −1830 −651 −3146 1142 −2761 −1394 −2975

6430 6750 6750 5338 −2682 −980 −980 −2485 862 −1657 −1657 −2348

3311 −3325 −3325 −2682 6397 485 485 1219 3141 2273 2273 1007

−1191 −651 −1830 −980 485 411 −47 456 −164 564 39 431

−1191 −1830 −651 −980 485 −47 411 456 −164 39 564 431

−3036 −3146 −3146 −2485 1219 456 456 1163 −424 763 763 1094

5681 1142 1142 862 3141 −164 −164 −424 2681 753 753 −503

−128 −1394 −2761 −1657 2273 564 39 763 753 1237 620 679

−128 −2761 −1394 −1657 2273 39 564 763 753 620 1237 679

−3056 −2975 −2975 −2348 1007 431 431 1094 −503 679 679 1045




M6
def
=




25636 28299 16944 7514 4589 1193 7024 −8103 3037 450 3967 −11616

28299 35709 23685 8218 7024 3660 14870 −11277 3761 1519 5820 −14960

16944 23685 16839 5342 5547 3036 13047 −8122 2485 945 4210 −10189

7514 8218 5342 16801 −6821 −8516 −3230 −1058 −7132 −11326 −3312 −1718

4589 7024 5547 −6821 17546 4336 19158 −7091 10937 4364 6238 −7398

1193 3660 3036 −8516 4336 6926 5276 −1747 4273 7886 3242 −2104

7024 14870 13047 −3230 19158 5276 27620 −10496 10353 3134 7497 −10810

−8103 −11277 −8122 −1058 −7091 −1747 −10496 5243 −3855 −802 −3230 6125

3037 3761 2485 −7132 10937 4273 10353 −3855 7738 5140 4274 −4235

450 1519 945 −11326 4364 7886 3134 −802 5140 9786 3345 −1212

3967 5820 4210 −3312 6238 3242 7497 −3230 4274 3345 2958 −3730

−11616 −14960 −10189 −1718 −7398 −2104 −10810 6125 −4235 −1212 −3730 7536



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M7
def
=




16258 8232 8232 6430 5681 −128 −128 −3056 3311 −1191 −1191 −3036

8232 10089 7010 6750 1142 −1394 −2761 −2975 −3325 −651 −1830 −3146

8232 7010 10089 6750 1142 −2761 −1394 −2975 −3325 −1830 −651 −3146

6430 6750 6750 5338 862 −1657 −1657 −2348 −2682 −980 −980 −2485

5681 1142 1142 862 2681 753 753 −503 3141 −164 −164 −424

−128 −1394 −2761 −1657 753 1237 620 679 2273 564 39 763

−128 −2761 −1394 −1657 753 620 1237 679 2273 39 564 763

−3056 −2975 −2975 −2348 −503 679 679 1045 1007 431 431 1094

3311 −3325 −3325 −2682 3141 2273 2273 1007 6397 485 485 1219

−1191 −651 −1830 −980 −164 564 39 431 485 411 −47 456

−1191 −1830 −651 −980 −164 39 564 431 485 −47 411 456

−3036 −3146 −3146 −2485 −424 763 763 1094 1219 456 456 1163




M8
def
=




25636 28299 16944 7514 3037 450 3967 −11616 4589 1193 7024 −8103

28299 35709 23685 8218 3761 1519 5820 −14960 7024 3660 14870 −11277

16944 23685 16839 5342 2485 945 4210 −10189 5547 3036 13047 −8122

7514 8218 5342 16801 −7132 −11326 −3312 −1718 −6821 −8516 −3230 −1058

3037 3761 2485 −7132 7738 5140 4274 −4235 10937 4273 10353 −3855

450 1519 945 −11326 5140 9786 3345 −1212 4364 7886 3134 −802

3967 5820 4210 −3312 4274 3345 2958 −3730 6238 3242 7497 −3230

−11616 −14960 −10189 −1718 −4235 −1212 −3730 7536 −7398 −2104 −10810 6125

4589 7024 5547 −6821 10937 4364 6238 −7398 17546 4336 19158 −7091

1193 3660 3036 −8516 4273 7886 3242 −2104 4336 6926 5276 −1747

7024 14870 13047 −3230 10353 3134 7497 −10810 19158 5276 27620 −10496

−8103 −11277 −8122 −1058 −3855 −802 −3230 6125 −7091 −1747 −10496 5243




.

Íàì íå÷åãî çäåñü äîáàâèòü ê òîìó, ÷òî óæå áûëî ñêàçàíî âûøå: ýòè ìàò-
ðèöû ïîëó÷åíû èç ðåçóëüòàòà íóìåðè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåé çàäà÷è ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåë¼ííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. (19)
ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî ïóò¼ì âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðè âñåõ 357
ìîäåëÿõ èç A0

4[T
∗
Graph]. Åäèíñòâåííîå çàñëóæèâàþùåå âíèìàíèå íàáëþ-

äåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåðàâåíñòâî (19) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî
èíâîëþöèè, ïåðåñòàâëÿþùåé öâåòà 1 è 2. Ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó, Q1 è Q2

ïðåäñòàâëÿþò ñèììåòðè÷íóþ è àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû (ñð. ïîõîæåå ðàññóæäåíèå â [15, ðàçäåë 4]), à
â ïàðàõ (M5, M7) è (M6,M8) îäíà ìàòðèöà ïîëó÷åíà èç äðóãîé ïåðåñòà-
íîâêàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùåé ýòîé èíâîëþöèè.

Òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà.
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4.2 Âåðøèíû ìàëîé âûõîäÿùåé ñòåïåíè
Òåïåðü ìû ãîòîâû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3. Çàôèêñèðóåì
φ ∈ Hom+(A0[TFDF],R) òàêîé, ÷òî ëèáî φ(P̄3) = 0 ëèáî φ(δρ) ≤ ε, ãäå ε ≤
10−6 � äîñòàòî÷íî ìàëàÿ êîíñòàíòà. Íàì ñëåäóåò ïîêàçàòü, ÷òî φ(δ) ≤ 0,
ãäå δ çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé (4).

Åñëè φ(f) ≤ 0, òî âñ¼ î÷åâèäíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïðèìåíÿåì
òåîðåìó 4.1 è íàõîäèì ðàñøèðåíèå φ∗ ∈ Hom+(A0[T ∗

FDF],R) òàêîå, ÷òî
ãîìîìîðôèçì ψ∗ def

= φ∗|OE∗ îáëàäàåò âñåìè òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.
Ïðåæäå ÷åì íà÷èíàòü ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî, íàì áû õîòåëîñü êðàò-

êî îáñóäèòü åãî êîìáèíàòîðíóþ ïîäîïë¼êó. Ìû óæå ïîñòðîèëè Z3-ðàñêðàñêó
íàøåãî îðãðàôà, â êîòîðîé ÷àñòîòà öâåòà 0 îòëè÷àåòñÿ îò ñðåäíåãî çíà-
÷åíèÿ 1/3 â ìåíüøóþ ñòîðîíó íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó δ0 (ïóíêò à) òåî-
ðåìû 4.1), äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ïî ñðàâíåíèþ ñ f (ïóíêò ã)) è òàêóþ,
÷òî îïðåäåëÿåìûé åé ïîëíûé òð¼õäîëüíûé (íåîðèåíòèðîâàííûé) ãðàô
�ïî÷òè ñîâïàäàåò� ñ èñõîäíûì ïîñëå èãíîðèðîâàíèÿ îðèåíòàöèè ïîñëåä-
íåãî.

Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ìû êîíöåíòðèðóåì íàøå âíèìà-
íèå íà ïîäãðàôå, èíäóöèðîâàííîì âñåìè âåðøèíàìè, ïîêðàøåííûìè â
öâåòà 1 è 2. Äëÿ íà÷àëà äàâàéòå ïðåäñòàâèì, ÷òî κ̃ = 0 (÷òî, ñîãëàñíî
ïóíêòó á) òåîðåìû 4.1, çàâåäîìî èìååò ìåñòî â ïðîñòîì ñëó÷àå φ(P̄3) = 0).
Òîãäà ýòîò èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô ÿâëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé ïîëíîãî äâó-
äîëüíîãî ãðàôà, íå ñîäåðæàùåãî ~C4 è, ñòàëî áûòü, àöèêëè÷åí. Â ýòîì
ñëó÷àå îí îáÿçàí ñîäåðæàòü âåðøèíó âûõîäÿùåé ñòåïåíè 0; â èñõîä-
íîì îðãðàôå ýòà âåðøèíà èìååò (îòíîñèòåëüíóþ) âûõîäÿùóþ ñòåïåíü
≤ p0 = 1

3
− δ0. Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, ìû âèäèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x

äîëÿ âåðøèí ñ îòíîñèòåëüíîé âûõîäÿùåé ñòåïåíüþ ≤ 1
3
− δ0 + x íå íè-

æå, ÷åì x, èç ÷åãî ñëåäóåò Jδ2
αK1 ≥

∫ δ0
0 (δ0 − x)2dx =

δ3
0

3
. Ââèäó ïóíêòà ã)

òåîðåìû 4.1, ýòîé îöåíêè óæå äîñòàòî÷íî äëÿ íàøèõ öåëåé.
Ãëàâíàÿ òðóäíîñòü, ðàçóìååòñÿ, ñîñòîèò â òîì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ,

ãðàô, èíäóöèðîâàííûé íà âåðøèíû öâåòîâ 1 è 2, íå îáÿçàí áûòü íè
ïîëíûì äâóäîëüíûì, íè äàæå ïðîñòî äâóäîëüíûì. Ê ñ÷àñòüþ, ñîãëàñíî
ïóíêòó ã) â òåîðåìå 4.1, ðàçíèöà ìåæäó íèì è ïîëíûì äâóäîëüíûì âåñü-
ìà ìàëà (à èìåííî, íå ïðåâîñõîäèò δ3

0), è ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì ìû è íà-
ìåðåíû âîñïîëüçîâàòüñÿ. Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ìàðêîâà, ñóùåñòâóåò íå
áîëåå O(δ

3/2
0 ) �ïëîõèõ� âåðøèí (ïîíèìàåìûõ êàê âåðøèíû îòíîñèòåëüíîé

ñòåïåíè Ω(δ
3/2
0 ) â ãðàôå, ÿâëÿþùåìñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòüþ èñõîä-
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íîãî è åãî χ-àïïðîêñèìàöèè), è ìû óäàëÿåì èõ èç ðàññìîòðåíèÿ. Ïîñëå
ýòîãî ìû îêàçûâàåìñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà âñå âåðøèíû èìåþò êðàéíå ìà-
ëóþ (¿ δ0) îòíîñèòåëüíóþ ñòåïåíü â ðàçíîñòíîì ãðàôå, è åäèíñòâåííàÿ
îñòàþùàÿñÿ íåòðèâèàëüíàÿ âåùü � ýòî ïîêàçàòü, ÷òî ïðåäûäóùåå ðàñ-
ñóæäåíèå (äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðàçíîñòíûé ãðàô ïóñò) äîñòàòî÷íî óñòîé-
÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê ôîðìàëüíîìó äîêàçàòåëüñòâó. Ãîìîìîðôèçì φ∗ ∈
Hom+(A0[T ∗

FDF],R) ôèêñèðîâàí ðàç è íàâñåãäà, ïîýòîìó â äàëüíåéøèõ
âûêëàäêàõ îí áóäåò îïóñêàòüñÿ, è φ∗(f) (f ∈ A0[T ∗

FDF]) áóäåò ñîêðàùàòü-
ñÿ äî f .

Ïîëàãàåì
ξ

def
=
√

κ̃,

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð x óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷å-
íèÿì

7ξ < x ≤ min(p1, p2). (20)
Äëÿ a ∈ {1, 2} ïóñòü

Bada
def
=

{
φ ∈ Hom+(A(a)[T ∗

FDF],R)
∣∣∣ φ(µ

(a)
2 (κ̃)) > ξ

}

(êàê è â [13, �4.3], µ
(a)
2 (κ̃) � ýòî ñóììà âñåõ ôëàãîâ F ∈ F (a)

2 [T ∗
FDF] ñ

íîñèòåëåì κ̃). Ïîëàãàåì òàêæå

Bada(x)
def
= Bada ∪

{
φ ∈ Hom+(A(a)[T ∗

FDF],R) | φ(αa,3−a) < x
}

.

p1, p2 > 0 ñîãëàñíî (20), ïîýòîìó ìû âïðàâå ðàññìîòðåòü ñëó÷àéíûå
ãîìîìîðôèçìû (φ∗)(a), áàçèðóåìûå â φ∗; îíè áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ïðîñòî
÷åðåç φa. Ïóñòü

ba
def
= pa ·P[φa ∈ Bada] ;

ba(x)
def
= pa ·P[φa ∈ Bada(x)] .

Çàìåòèì, ÷òî

κ̃ =
2∑

a=1

Jµ(a)
2 (κ̃)K(a),

÷òî, ñîãëàñíî [13, îïðåäåëåíèå 10], ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

κ̃ =
2∑

a=1

pa · E
[
φa(µ

(a)
2 (κ̃))

]
.
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Îòñþäà çàêëþ÷àåì

κ̃ ≥
2∑

a=1

paξ ·P
[
φa(µ

(a)
2 (κ̃)) > ξ

]
= ξ(b1 + b2).

Òàêèì îáðàçîì,
b1 + b2 ≤ κ̃

ξ
= ξ. (21)

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî íèæíåé îöåíêè

b1(x) + b2(x) ≥ x− 6ξ, (22)

èç êîòîðîé îñíîâíîé ðåçóëüòàò áóäåò ñëåäîâàòü ïóò¼ì èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî x êàê óæå áûëî îáúÿñíåíî âûøå.

Åñëè b1(x) = p1 èëè b2(x) = p2, òî îöåíêà (22) òðèâèàëüíî âûòåêàåò
èç îãðàíè÷åíèé (20).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà S(a)(φ∗) \ Bada(x) ⊆
Hom+(A(a),R) íåïóñòû, è ìû ôèêñèðóåì çíà÷åíèå φa ∈ S(a)(φ∗)\Bada(x),
ìèíèìèçèðóþùåå αa,3−a. Îòìåòèì, ÷òî φa(αa,3−a) ≥ x ñîãëàñíî îïðåäåëå-
íèþ ìíîæåñòâà Bada(x).

Ïðèìåíèì òåïåðü òåîðåìó 4.1 èç ðàáîòû [13] ê ñòèðàþùåé ìåòêè èí-
òåðïðåòàöèè T ∗

FDF Ã (T ∗
FDF)(1) (îïèñàííîé â [13, �2.3.1]) è ãîìîìîðôèçìó

φ1 ∈ Hom+(A(1)[T ∗
FDF],R). Ìû ïîëó÷èì àëüòåðíàòèâíîå îïèñàíèå ñëó÷àé-

íîãî ãîìîìîðôèçìà φ2: ñïåðâà íàäî âûáðàòü ñëó÷àéíûì (îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âèä êîòîðîãî íå èìååò äëÿ íàñ çíà÷åíèÿ) òèï
σ ðàçìåðà 2 ñ σ|a = (a) (a = 1, 2) è ïîñëå ýòîãî ïîñòðîèòü (φ1)σ,1|2.
Ââèäó òîãî, ÷òî φ2 ∈ S(2)(φσ) è ïðîñòðàíñòâà Hom+(Aσ,R) êîìïàêòíû,
îòñþäà âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òèïà σ òàêîãî, ÷òî σ|a = (a) (a = 1..2) è
φσ ∈ Sσ,1(φ1) ñî ñâîéñòâàìè φσ|2 = φ2.

Ãîìîìîðôèçìû φσ è φa = φσ|a òàêæå ôèêñèðîâàíû ðàç è íàâñåãäà è
ïî ýòîé ïðè÷èíå áóäóò òîæå îïóñêàòüñÿ âî âñåõ âûêëàäêàõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fa = (Γ, θ) ∈ Fσ
3 ôëàã, â êîòîðîì åäèíñòâåííàÿ íåïî-

ìå÷åííàÿ âåðøèíà v ∈ V (Γ) êðàñèòñÿ â öâåò a, à åäèíñòâåííûì ñìåæíûì
ñ íåé ðåáðîì ñëóæèò 〈θ(3− a), v〉. Òîãäà

Fa ≥ πσ,2(α3−a,a)− πσ,1(µa
2(κ̃)) ≥ x− ξ > 0, (23)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òî φa 6∈ Bada(x) (a = 1, 2), à òàêæå îãðàíè÷åíèå
(20).
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Äàëåå, F1F2 = 1
2
(G0+G1+G2), ãäå ôëàãè Ga = (Γa, θa) ∈ Fσ

4 îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. V (Γa) = {θa(1), θa(2), v1, v2}, Ga|{θa(1),θa(2),vb} =
Fb (b = 1..2), à âåðøèíû v1, v2 íåçàâèñèìû â G0 è ñîäåðæàò ðåáðî 〈v3−a, va〉
â Ga. Îòìåòèì, ÷òî G0 ≤ πσ(κ̃), òàê ÷òî

F1F2 ≤ 1

2
(G1 + G2 + κ̃). (24)

Ïóñòü σa � òèï ðàçìåðà 3, îñíîâàííûé íà Fa (áîëåå òî÷íî, σa|[1,2] = σ,
à ìåòêà 3 ïðèñâàèâàåòñÿ íåïîìå÷åííîé âåðøèíå). Ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî
φσ(Fa) > 0 (ñîãëàñíî (23)), ìû ìîæåì îáðàçîâàòü ñëó÷àéíûå ðàñøèðå-
íèÿ (φσ)σa,[1,2] ãîìîìîðôèçìà φσ, êîòîðûå áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ïðîñòî
÷åðåç φσa . Ïóñòü òàêæå G+

a ∈ Fσa
4 ïîëó÷àåòñÿ èç Ga ∈ Fσ

3 ïóò¼ì äîïîë-
íèòåëüíîãî ïðèñâàèâàíèÿ âåðøèíå va ìåòêè 3 (âåðøèíû v3−a îñòàþòñÿ
íåïîìå÷åííûìè). Òîãäà

E
[
φσa(G+

a )
]

=
1

2

Ga

Fa

.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàâåíñòâî â (24), ìû ïîëó÷àåì

F1F2 ≤ 1

2
κ̃ +

∑
a

FaE
[
φσa(G+

a )
]
.

Ðàñêëàäûâàÿ ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ
φσa|3 ∈ Bada(x), ïîëó÷àåì îöåíêó

E
[
φσa(G+

a )
]
≤ F3−a ·P[φσa|3 ∈ Bada(x)] + E

[
φσa(G+

a ) |φσa|3 6∈ Bada(x)
]

(ââèäó G+
a ≤ πσa,[1,2](F3−a), íåðàâåíñòâî φσa(G+

a ) ≤ F3−a èìååò ìåñòî ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1). Îòñþäà ñëåäóåò

F1F2 ≤ 1

2
κ̃ +

∑
a

F1F2P[φσa|3 ∈ Bada(x)]

+
∑
a

FaE
[
φσa(G+

a ) |φσa|3 6∈ Bada(x)
]
.





(25)

Ïðèìåíÿÿ åù¼ ðàç òåîðåìó 4.1 èç [13] (íà ýòîò ðàç ê çàáûâàþùåé èí-
òåðïðåòàöèè T ∗

FDF Ã (T ∗
FDF)σ), ìû âèäèì, ÷òî φa èìååò ðàñïðåäåëåíèå,
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ÿâëÿþùååñÿ âûïóêëîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ðàñïðåäåëåíèé φσ′
a|3, âçÿ-

òîé ïî âñåì òåì σ′a ∈ Ext(σ, η) (η : [2] −→ [3], η(i) = i), äëÿ êîòîðûõ
χ(3) = a. Ðàññìàòðèâàÿ â ÷àñòíîñòè σ′a = σa, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

FaP[φσa|3 ∈ Bada(x)] ≤ paP[φa ∈ Bada(x)] = ba(x).

Ýòè âûêëàäêè ïîçâîëÿþò íàì îöåíèòü âòîðîé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè (25):

F1F2 ≤ 1

2
κ̃ +

∑
a

F3−aba(x) +
∑
a

FaE
[
φσa(G+

a ) |φσa|3 6∈ Bada(x)
]
. (26)

Äëÿ îöåíêè îñòàâøåãîñÿ ÷ëåíà E[φσa(G+
a ) |φσa|3 6∈ Bada(x) ] çàôèê-

ñèðóåì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì çíà÷åíèå φσa ∈ Sσa,[1,2](φσ) ñî ñâîéñòâîì
φσa|3 6∈ Bada(x). Èç ñêàçàííîãî ðàíåå (è îñíîâàííîãî íà òåîðåìå 4.1 èç
[13] çàìå÷àíèÿ) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî φσa|3 ∈ S(a)(φ∗). Ó÷è-
òûâàÿ ñïîñîá, êîòîðûì áûë îïðåäåë¼í φa(= φσa|a), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
φσa|3(αa,3−a) ≥ φσa|a(αa,3−a) èëè, îïóñêàÿ êàê âñåãäà ôèêñèðîâàííûé ãî-
ìîìîðôèçì φσa ,

πσa,3(αa,3−a) ≥ πσa,a(αa,3−a). (27)
Äàëåå,

G+
a ≤ πσa,[a,3](~PNa

3 ). (28)
Íàñòóïèëî âðåìÿ èñïîëüçîâàòü îòñóòñòâèå èíäóöèðîâàííûõ êîïèé

~C4; èç ýòîãî óñëîâèÿ âûòåêàåò

~PNa
3

~PNa,∗
3 ≤ 1

2
πNa(κ̃). (29)

Äåéñòâèòåëüíî, âî âñÿêîì ôëàãå F = (Γ, θ) ∈ FNa
4 , V (Γ) = {θ(1), θ(2), v, w}

ñ F |{θ(1),θ(2),v} = ~PNa
3 è F |{θ(1),θ(2),w} = ~PNa,∗

3 âåðøèíû v è w íå ìîãóò áûòü
íåçàâèñèìûìè (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èëè áû êîïèþ ~C4), è ïî-
ýòîìó ïàðà (v, w) âíîñèò ñâîé âêëàä κ̃.

Èòàê, ~PNa
3 + ~KNa

2,1 ≤ πNa,1(αa,3−a). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ~PNa,∗
3 + ~KNa

2,1 ≥
πNa,2(αa,3−a)− πNa,1(µ

(a)
2 (κ̃)). Âû÷èòàÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç âòîðîãî,

~PNa,∗
3 − ~PNa

3 ≥ πNa,2(αa,3−a)− πNa,1(αa,3−a)− πNa,1(µ
(a)
2 (κ̃)).

Ïîäíèìåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî â àëãåáðó Aσa , èñïîëüçóÿ ãîìîìîð-
ôèçì àëãåáð πσa,[a,3]. Èñïîëüçóÿ (27) è òîò ôàêò, ÷òî φa 6∈ Bada, ìû
âèäèì, ÷òî

πσa,[a,3](~PNa,∗
3 ) ≥ πσa,[a,3](~PNa

3 )− ξ.
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Ïîäíèìàÿ â ýòó àëãåáðó òàêæå íåðàâåíñòâî (29), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî
πσa,[a,3](~PNa

3 ) · (πσa,[a,3](~PNa
3 ) − ξ) ≤ 1

2
κ̃, èç ÷åãî âûòåêàåò πσa,[a,3](~PNa

3 ) ≤
ξ +

√
κ̃/2 ≤ 2ξ. Ñðàâíèâàÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñ (28), ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî

äëÿ âñÿêîãî φσa ∈ Sσa,[1,2](φσ) ñ φσa|3 6∈ Bada(x) èìååò ìåñòî φσa(G+
a ) ≤ 2ξ.

Èòàê, îöåíêà (26) âëå÷¼ò

F1F2 ≤ 1

2
κ̃ +

∑
a

F3−aba(x) + 2ξ
∑
a

Fa =
1

2
κ̃ +

∑
a

F3−a(ba(x) + 2ξ).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî F1 ≥ F2. Òîãäà
â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî øàãà ïîëó÷àåì F1F2 ≤ 1

2
κ̃ + F1(b1(x) + b2(x) +

4ξ). Ðàçäåëèâ ýòî íåðàâåíñòâî íà F1, è, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî
(23), ìû çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî (22) â íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå b1(x) <
p1, b2(x) < p2.

Ñðàâíèâàÿ (22) ñ (21) è ñâåðÿÿ ðåçóëüòàò ñ îïðåäåëåíèÿìè ìíîæåñòâ
Bada è Bada(x), ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

∑
a

paP
[
φa(αa,3−a) < x ∧ φa(µ

(a)
2 (κ̃)) ≤ ξ

]
≥ x− 7ξ. (30)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñíîâà ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4.1 èç [13], íà ýòîò ðàç ê
èíòåðïðåòàöèè, çàáûâàþùåé ðàñêðàñêó, ìû âèäèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû φ1(α) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
ðàñïðåäåëåíèé φaπCE,(a)(α) (a ∈ Z3) ñ âåñàìè pa. Êðîìå òîãî,

πCE,(a)(α) ≤ αa,3−a + µ
(a)
2 (κ̃) + p0 =

1

3
− (δ0 − αa,3−a − µ

(a)
2 (κ̃)).

Òàêèì îáðàçîì, èç (30) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ (7ξ, min(p1, p2)]
èìååò ìåñòî îöåíêà

P
[
1/3− φ1(α) > δ0 − x− ξ

]
≥ x− 7ξ.

Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî îò 7ξ äî min(p1, p2, δ0 − ξ), ìû ïîëó÷àåì

Jδ2
αK1 = E

[
(1/3− φ1(α))2

]
≥

∫ min(p1,p2,δ0−ξ)

7ξ
(δ0 − x− ξ)2dx

=
1

3
((δ0 − 8ξ)3 −max(0, δ0 − ξ − p1, δ0 − ξ − p2)

3)

≥ 1

3
((δ0 − 8ξ)3 −max(0, p2 − 2/3, p1 − 2/3)3).





(31)
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Íàì îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ïàòîëîãè÷åñêèé ñëó÷àé, êîãäà ëèáî p1 ëèáî
p2 êðàéíå âåëèêè. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî åù¼ îäíî ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîå
âû÷èñëåíèå â àëãåáðå A0

3[T
∗
Graph]:

(pa − 2/3)
(

1

3
+

3

4
ρ0 +

3

2
p0p3−a

)
+ πCE(f) + (pa − 2/3)2 ≤ 1

2
(κ− ρ0).

Òàê êàê ñîãëàñíî íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ èìååò ìåñòî ψ(f) ≥ 0, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî (pa− 2/3) ≤ 3

2
(κ− ρ0) è, ïîäñòàâèâ ýòî íåðàâåíñòâî â (31),

ìû íàêîíåö çàêëþ÷àåì, ÷òî

Jδ2
αK1 ≥

1

3

(
(δ0 − 8ξ)3 − 27

4
(κ− ρ0)

3
)

. (32)

Â ïðîñòîì ñëó÷àå ψ(P̄3) = 0 ïóíêò á) òåîðåìû 4.1 âëå÷¼ò ξ = κ̃ =
κ − ρ0 = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, Jδ2

αK1 ≥ 1
3
δ3
0. Èñêîìîå íåðàâåíñòâî δ ≤ 0

ñëåäóåò èç îöåíêè f ≤ 3
4
δ3
0, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü âûòåêàåò èç ïóíêòà

ã) â òåîðåìå 4.1.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ââèäó òîãî, ÷òî δρ ïðîèçâîëüíî ìàëî, ïóíêò â)

â òåîðåìå 4.1 âëå÷¼ò, ÷òî δ0 òàêæå ïðîèçâîëüíî ìàëî è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ÷àñòü ã) âëå÷¼ò κ̃ ≤ κ ≤ O(δ3

0). Ïîýòîìó èç (32) ñëåäóåò Jδ2
αK1 ≥

δ3
0

(
1
3
− o(1)

)
è, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, δ ≤ 0 âûòåêàåò (äëÿ äîñòà-

òî÷íî ìàëîãî δρ) èç f ≤ 3
4
δ3
0.

Òåîðåìà 2.3 äîêàçàíà.

5 Çàêëþ÷åíèå
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå áûëà ðåøåíà (3,4)-ïðîáëåìà Òóðàíà äëÿ åñòåñòâåííî-
ãî êëàññà 3-ãðàôîâ, ñîäåðæàùåãî âñå ïðèìåðû Òóðàíà-Áðàóíà-Êîñòî÷êè.
Òåîðåòè÷åñêè òåì ñàìûì îòêðûâàåòñÿ èíòåðåñíàÿ âîçìîæíîñòü ïîäñòó-
ïèòüñÿ ê îáùåé çàäà÷å ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé (âîçìîæíî, â
íåêîòîðîì îñëàáëåííîì ñìûñëå) èíòåðïðåòàöèè òåîðèè Ôîí-Äåð-Ôëààññà
â òåîðèè 3-ãðàôîâ Òóðàíà. Ïîêà, âïðî÷åì, íå âïîëíå ÿñíî, íàñêîëüêî
ïåðñïåêòèâíûì ìîæåò îêàçàòüñÿ òàêîé ïîäõîä.

Íåñêîëüêî áîëåå ë¼ãêîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàäà÷à ñíÿòèÿ äîïîëíèòåëü-
íûõ îãðàíè÷åíèé â òåîðåìå 2.3. Ñêîðåå âñåãî ýòî ïîòðåáóåò ñóùåñòâåííî-
ãî óïðîùåíèÿ íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî ìîæåò îêàçàòüñÿ èíòåðåñíûì
è ñàìî ïî ñåáå.
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