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~y~~ö~~~ Y~!Q~~~~Q~!~ (rigidity) (NxN)-MaTpèöû À íàä íåêîòîðûì

2
ïîëåì k íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ,RA: { 1, ..., N}~{ 1, ..., N }, ãäå ,RA(r) ðàâíî

íàèìåíüøåìó âîçìîæíîìó ÷èñëó âõîæäåíèé ìàòðèöû À, êîòîðûå íàäî

èçìåíèòü ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàòðèöó ðàíãà ~ã. Â òåõ ñëó÷àÿõ,

êîãäà íàäî ÿâíî óêàçàòü Îñíîâíîå ïîëå, ìû èñïîëüçóåì çàïèñü R~(r).

Ýòî ïîíÿòèå áûëî ââåäåíî Ë.ÂýëèåíòÎì [15, 16]. Íåçàâèñèìî

áëèçêîå ïîíÿòèå áûëî ïðåäëîæåíî Ä.Þ. ãðèãîðüåâûì [2]. Ë.Âýëèåíò [16]

è Ä.Þ. ãðèãîðüåâ [Ç,§15] äîêàçàëè, ÷òî äîñòàòî÷íî âûñîêèå íèæíèå

îöåíêè óñòîé÷èâîñòè RA(r) ìàòðèöû À äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé r âëåêóò

íåëèíåéíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ôîðì

ÀÕ (Õ ñòîëáåö íåèçâåñòíûõ) â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ âû÷èñëåíèé. â

÷àñòíîñòè, Ë.Âýëèåíò [16] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ìàòðèö {AN} (AN -ìàòðèöà ðàçìåðîì NxN) òàêîé, ÷òî RA (N/2)~Nl+Q(I)
N

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåéíûõ ôîðì A~N íå âû÷èñëÿåòñÿ

àðèôìåòè÷åñêèìè ñõåìàìè, èìåþùèìè îäíîâðåìåííî ðàçìåð O(N) è ãëóáèíó

Î( logN) .

äðóãîé îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ íàïèñàíèÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû

ïîñëóæèëî ïîíÿòèå ñëîæíîñòè êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ (graph

complexity), ââåäåííîå â [12, 5]. Ãëàâíàÿ èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå

ýòîãî ïîíÿòèÿ, çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåäëîæåíèè èçó÷àòü ñëîæíîñòü

âû÷èñëåíèÿ îáúåêòîâ áîëåå ñèììåòðè÷íûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ áóëåâûìè

ôóíêöèÿìè (íàïðèìåð, îðèåíòèðîâàííûõ, íåîðèåíòèðîâàííûõ èëè

äâóäîëüíûõ ãðàôîâ) âìåñòî ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñàìèõ áóëåâûõ

ôóíêöèé. ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî ñëîæíîñòíîãî êëàññà â òåîðèè áóëåâîé
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ñëîæíîñòè âîçíèêàåò ñîîòâåòñòâóþùèé åìó êëàññ ñëîæíîñòè

êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ.

Ñëîæíîñòü êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ îêàçàëàñü òàêæå òåñíî

ñâÿçàííîé ñ êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòüþ. Â ðàáîòå [7] áûëè

îïðåäåëåíû êëàññû êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè, àíàëîãè÷íûå îñíîâíûì

êëàññàì Òüþðèíãîâîé ñëîæíîñòè: P,NP,PH,PSPACE è.ò.ä. Îêàçàëîñü, ÷òî

ýòè êëàññû äîïóñêàþò àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå â òåðìèíàõ ñëîæíîñòè

êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ (â äàííîì ñëó÷àå äâóäîëüíûõ ãðàôîâ).

Íàïðèìåð, êîììóíèêàöèîííûé àíàëîã ÐÍÑÑ êëàññà ÐÍ ñîñòîèò èç

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äâóäîëüíûõ ãðàôîâ (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

0-1-ìàòðèö) " âû÷èñëèìûõ ñõåìàìè â ñòàíäàðòíîì áàçèñå ã ëóáèíû Î( 1) è

ðàçìåðà eXp«loglogN)O(l» (N -ðàçìåð ìàòðèöû) ; PSPACEcC -ãëóáèíû

(loglogN)O(l) è ðàçìåðà eXp«loglogN)O(l» è.ò.ä. [7]. Òàêèì

îáðàçîì, ðÿä çàäà÷ êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòè ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íûì

çàäà÷àì äëÿ ñëîæíîñòè äâóäîëüíûõ ãðàôîâ.

ïîñêîëüêó ê çàäà÷àì ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè

äâóäîëüíûõ ãðàôîâ ñâîäÿòñÿ òàêæå çàäà÷è ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê â

áóëåâîé ñëîæíîñòè, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïåðâûå îêàæóòñÿ òðóäíåå

ïîñëåäíèõ. Ýòî â ñàìîì äåëå òàê: â íàñòîÿùèé ìîìåíò íå èçâåñòíû

íèêàêèå íåòðèâèàëüíûå îöåíêè ñëîæíîñòè ÿâíî çàäàííûõ ãðàôîâ äàæå äëÿ

ñõåì îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû, õîòÿ â áóëåâîé ñëîæíîñòè òàêèå îöåíêè

õîðîøî èçâåñòíû [8, 6, 17, 9, 4, 14, 10].

ïåðâûé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû, äîêàçàííûé â §1, ãîâîðÿ

íåôîðìàëüíî, óòâåðæäàåò, ÷òî 0-1 ìàòðèöû, äîñòàòî÷íî óñòîé÷èâûå â

ñìûñëå Âýëèåíòà-ãðèãîðüåâà íàä ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè ð, íå ìîãóò áûòü

âû÷èñëåíû ñõåìàìè îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû è ìàëîãî ðàçìåðà â áàçèñå

{&,V",HOD-Q}, åñëè Q ñòåïåíü ð. Áîëåå òî÷íî, åñëè chark=p è
2k ( ) N Q l'd+l QRA r ~ , òî Cd(A)~exp(g(logr) », ãäå Cd(A)

åõð ( ( lnr) l'd+l )
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ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè (NxN)-MaTpèöû À â óêàçàííîì áàçèñå (r=r(N)

ïðîèçâîëüíî). Èç ñäåëàííûõ âûøå çàìå÷àíèé âûòåêàåò òàêæå, ÷òî èç

Rk(r)~ N20(1) äëÿ íåêîòîðûõ r~eXp«10g10gN}W(I}} è
À exp«10gr) }

ññ
íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ k ñëåäóåò {AN}~PH , ò. å. äîñòàòî÷íî

óñòîé÷èâûå ìàòðèöû íå ìîãóò ðàñïîçíàâàòüñÿ ïîëèíîìèàëüíûì

êîììóíèêàöèîííûì àëãîðèòìîì ñ ôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì àëüòåðàöèé.

Âìåñòå ñ ïðåäûäóùèìè ðàáîòàìè Âýëèåíòà è ãðèãîðüåâà, ýòîò

ðåçóëüòàò åùå ðàç ïîä÷åðêèâàåò âàæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ÿâíî çàäàííûõ

óñòîé÷èâûõ ìàòðèö. Âýëèåíò [15,16] äîêàçàë, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ À

("ïî÷òè âñåõ" ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ìÎùíîñòè, åñëè k êîíå÷íî è â

ñìûñëå òîïîëîãèè çàðèññêîãî, åñëè k áåñêîíå÷íî) èìååò ìåñòî îöåíêà

R~(Nj2) ~O(N2) .(1}

Ïî-âèäèìîìó, åäèíñòâåííàÿ èçâåñòíàÿ ÄÎ íàñòîÿùåãî âðåìåíè

íåòðèâèàëüíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ôóíêöèè óñòîé÷èâîñòè ÿâíî çàäàííûõ

ìàòðèö ïðèíàäëåæèò Ï.ïóäëàêó, Ï.ñàâèöêîìó [13] è àâòîðó. Èìåííî,

ï.ïóäëàê è Ï.ñàâèöêèé äîêàçàëè, ÷òî åñëè À -ìàòðèöà Àäàìàðà ïîðÿäêà

N, òî R~(r)~O(N2jr4(10gr}2) (R ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë) .

R ..2 ç
À. Ðàçáîðîâ óñèëèë ýòó îöåíêó ÄÎ RA(r)~O(N jr 10gr).

Â §2 ~acToÿùeé ðàáîòû ìû äîêàçûâàåì íîâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì

íàïðàâëåíèè. Èìåííî, åñëè À ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê ìàòðèöå

Âàíäåðìîíäà íàä ëþáûì ïîëåì èëè ìàòðèöà îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ôóðüå (0 Ïô), ñîîòâåòñòâóþùåãî ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïå íàä ëþáûì ïîëåì

ðàçëîæåíèÿ ýòîé ãðóïïû, òî ïðè ëþáîì r~cN èìååò ìåñòî îöåíêà

R À ( ã) ~O ( N2 j ã) .( 2 }

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû (îáû÷íîãî) äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóðüå

(Ä Ïô) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êàê ìàòðèö Âàíäåðìîíäà (è, ñ

òî÷íîñòüþ ÄÎ ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, ñîâïàäàþò ñî ñâîèìè îáðàòíûìè),

òàê è ìàòðèö OÏÔ. Êðîìå òîãî, äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ ìàòðèö
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Àäàìàðà, à èìåííî, ìàòðèö ñèëüâåñòðà, ÿâëÿþùèõñÿ òàêæå ìàòðèöàìè îïÔ

ãðóïïû Z~, (2) îáîáùàåò îòìå÷åííûé BbllIIe ðåçóëüòàò ïóäëàêà è

ñàâèöêîãî.

ïðè äîêàçàòåëüñòâå îöåíêè (2) èñïîëüçóåòñÿ íåêîòîðîå ñâåäåíèå ê

çàäà÷àì ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñèñòåì

áèëèíåéíûõ ôîðì àðèôìåòè÷åñêèìè ñõåìàìè, â êîòîðûõ âñÿêèé ðàç ïðè

âûïîëíåíèè óìíîæåíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäèí èç âõîäîâ îáÿçàí áûòü ëèáî

êîíñòàíòîé ëèáî ïåðåìåííîé. ïî àíàëîãèè ñ áóëåâûì ñëó÷àåì ìû

íàçûâàåì òàêèå ñõåìû !Q~!~!!~~~ (switching). Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ

ïðîñòîòó òàêèõ ñõåì, ïîëó÷åíèå äëÿ íèõ íèæíèõ îöåíîê, áëèçêèõ ê

îïòèìàëüíûì, íàòàëêèâàåòñÿ íà çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè. ìû ôîðìóëèðóåì

îäíó ãèïîòåçó î òðóäíîâû÷èñëèìîñòè ñåìåéñòâ áóëåâûõ ôîðì íåêîòîðîãî

âèäà, óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà êîòîðóþ ïîçâîëèë áû äëÿ ìàòðèö îïÔ è

îáðàòíûõ ê ìàòðèöàì Âàíäåðìîíäà óñèëèòü îöåíêó (2) è èçâëå÷ü îòñþäà

ìíîãî÷èñëåííûå ñëåäñòâèÿ, ñðåäè êîòîðûõ íåâû÷èñëèìîñòü Ä ÏÔ ñõåìàìè

ðàçìåðà O(N) è ãëóáèíû O(logN), à òàêæå PHCC~PSPACECC.

Ä.Þ. ãðèãîðüåâ è Í.Íèñàí íåçàâèñèìî çàìåòèëè, ÷òî îöåíêà (2)

ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìàòðèö À, ó êîòîðûõ âñå ìèíîðû

íåâûðîæäåíû. Íàçîâåì òàêèå ìàòðèöû âïîëíå íåâûðîæäåííûìè.

Ä.Þ. ãðèãîðüåâ òàêæå óêàçàë, ÷òî ìàòðèöû Êîøè ñ îáùèì ÷ëåíîì

-1
à =(õ-ó ) , ãäå õ , ..., õ , ó, ..., ó ïðîèçâîëüíûå ïîïàðíî

1] 1 j 1 N 1 N

ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû îñíîâíîãî ïîëÿ, ÿâëÿþòñÿ âïîëíå íåâûðîæäåííûìè.

Ì.À.Ôðóìêèí óêàçàë íà äðóãîé ïðèìåð òàêèõ ìàòðèö: èìåííî, òàê

(ó)
íà.çûâàåìûå îáîáùåííûå ìàò ð èöû Âàíäåðìîíäà ñ îáùèì ÷ëåíîì à =Õ j

1 j i

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà õ , ...,Õ ,ó, ...,ó ïîïàðíî ðàçëè÷íûå1 N 1 N

ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà òàêæå ÿâëÿþòñÿ âïîëíå

íåâûðîæäåííûìè [1,ñ.372].

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî íàä ëþáûì êîíå÷íûì ïîëåì âïîëíå
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íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû èìåþò îãðàíè÷åííûé ðàçìåð

(íàïðèìåð, â ñèëó òåîðåìû Ðàìñåÿ). Ïîýòîìó ðàçâèâàåìûé â §2

íàñòîÿùåé ðàáîòû ìåòîä, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì

ñóùåñòâóþùèì ïîäõîäîì ê ïîëó÷åíèþ íåòðèâèàëüíûõ íèæíèõ îöåíîê

ôóíêöèè óñòîé÷èâîñòè íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè.

§1. ÓÑÒÎé×ÈÂÛÅ ÌÀÒÐÈÖÛ ÒÐÓÄÍÎÂÛ×ÈÑËÈÌÛ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÑÕÅÌ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎé

ÃËÓÁÈÍÛ

Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïàðàãðàôà ïîíÿòèå ôóíêöèîíàëüíîé ñõåìû

èñïîëüçóåòñÿ â îáû÷íîì ñìûñëå ñ òåì èñêëþ÷åíèåì, ÷òî âõîäàì ñõåì

ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå íå áóëåâû ïåðåìåííûå, à 0-1 ìàòðèöû

ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà, ìíîæåñòâî åäèíèö êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ

ïðÿìîóãîëüíèêîì, ò. å. èìååò âèä IxJ. Áóëåâû îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè

ïðîèçâîäÿòñÿ ïîýëåìåíåíòíî. ~~~~~22~ ñõåìû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî âåðøèí â

íåé; ~~Y~~~2~ äëèíà ìàêñèìàëüíîãî ïóòè, âåäóùàÿ îò âõîäîâ ê

âûõîäó. Âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ñõåìàõ ñòåïåíü

çàõîäà âåðøèí (fan-in) íåîãðàíè÷åíà. Áóëåâà ôóíêöèÿ HOD-q
n

îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì HOD-q(x , ...,õ )=1~! L õ. ×åðåç Cd (A)1 n Ii = 1

îáîçíà÷àåì. ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû À ñõåìàìè òîëüêî ÷òî

îïèñàííîãî âèäà â áàçèñå {&,V,,}; ÷åðåç C~(A) â áàçèñå

{&,V",HOD-q}.

×åðåç IBI îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî íåíóëåâûõ âõîæäåíèé â ìàòðèöó Â.

~y~~ö~~~ Y~!2~~~~2~!~ (rigidity) (NxN)-MaTpèöû À íàä íåêîòîðûì ïîëåì

k íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ R~:{I,...,N}~{I,...,N2}, ãäå R~(r)=min{IBI

rank(A-B)~r} [15, 16]. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Ïóñòü k=F ; q=pm è d ôèêñèðîâàíû; À -0-1 ìàòðèöà
ð
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paçMep~ NxN. Òîãäà ïðè óñëîâèè

k N2
R ÑÃ)2: (3)À åõð ( ( lnr) l'd+l )

èìååò ìåñòî îöåíêà

q l'd+l
CdCA)2:exp(O(logr) ).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. (ñð.ñäîêàçàòåëüñòâîÌàïïðîêñèìàöèîííîé ëåììû â

L l'd+1 J[4,14]). Ïîëîæèì 1= 2(lnr) .Çàìåòèì, ÷òî ïðè ã=0Ñ1)

óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî, ïîýòîìó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî r è 1

äîñòàòî÷íî âåëèêè.

Ïóñòü äàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà íàä áàçèñîì

{&,V",HOD-q} ãëóáèíû ~d è ðàçìåðà s, âû÷èñëÿþùàÿ ìàòðèöó À. Íàì

íàäî äîêàçàòü, ÷òî

l'd+l
s2:exp(O(logr) ). (4)

Ðàçìåñòèì âåðøèíû äàííîé ñõåìû ïî d óðîâíÿì òàê, ÷òî â êàæäóþ

âåðøèíó íà i-M óðîâíå âåäóò ðåáðà ëèøü èç âåðøèí ìåíüøèõ óðîâíåé.

Ïóñòü Àñó) ìàòðèöà, âû÷èñëÿåìàÿ â âåðøèíå ó. Èíäóêöèåé ïî i

~ -
ïðèïèøåì êàæäîè âåðøèíå ó i-rO óðîâíÿ íåêîòîðóþ 0-1 ìàòðèöó Àñó)

òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
i

.-0(1 )à) rankkACy)~(s+l)

á) åñëè ó âõîä, òî Àñó)=À(ó). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè

ÀÑó)=ÀÑó )-. ..-Àñó) îïåðàöèÿ, ïðîèçâîäèìàÿ â âåðøèíå ó, òî
I h

1--- I 2 -1
ÀÑ ó) -ÀÑ ó) ÀÑ ó) ~N ð .

I h

~ i=Q î÷åâèäíà: âñå âåðøèíû Î-ãî óðîâíÿ ÿâëÿþòñÿ âõîäàìè è

ìû ïðîñòî ïîëàãàåì Àñó)=À(ó) ; çàìåòèì, ÷òî rankkACy)~l.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü ó -âåðøèíà i-rO óðîâíÿ; ÀÑó)=ÀÑól)-. ..

-Àñó) .è À(ó ), ...,Àñó) óæå îïðåäåëåíû. Ðàçáåðåì ÷åòûðå âÎçìîæíûõ
h I h

ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàöèè -
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ñëó÷àé -=, î÷åâèäåí ïîëàãàåì A(v)=,A(V1) ; ïðè ýòîì

rankkA(v)~rankkA(v1)+1, è îöåíêà ðàíãà à) âûòåêàåò èç l=w(l).

~ î
ñëó÷àè -=HOD-q. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì èçâåñòíóþ ÀÑ -ñâîäèìîñòü

HOD-q ê HOD-p, à èìåííî,

ò-1
HOD-q(x ,...,õ )= & HOD-p({x II~{l,...,n}, I I I =pJ}), (5)

1 n I
J=O

ãäå XI= & Õ1. Ôîðìóëà (5) ñëåäóåò èç òîãî íàáëþäåíèÿ, ÷òî à äåëèòñÿ
1Å!

íà ðò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êÎãäà âñå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû (~),

(~), ..., (pò~1) äåëÿòñÿ íà ð.

Ïîëàãàåì A(v)=HOD-q(A(v ), ...,A(v )). Òåïåðü äëÿ ïîë ó ÷åíèÿ
1 h

âåðõíåé îöåíêè íà rankkA(v) äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêàìè

rankk(B1&. ..&Bn)~rankk(B1) ., ' , .rankk(Bn)' (6)

ð-1rankk(HOD-p(B1' ...'Âï) )~(rankk(B1)+. ..+rankk(Bn) ) , (7)

ïåðâàÿ èç êîòîðûõ âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî îïåðàöèÿ &,

îïðåäåëåííàÿ íà 0-1 ìàòðèöàõ, ñîâïàäàåò ñ îïåðàöèåé î

ïîêÎìïîíåíòíîãî óìíîæåíèÿ ìàòðèö, à ïîñëåäíÿÿ áèëèíåéíà íà

ïðîñòðàíñòâå ñòðîê. Îöåíêà (7) ñëåäóåò èç ôîðìóëû
--

HOD-p(B1'.'.'Bn)=(B1+...+Bn) , ãäå ñ =Ño.,.oÑ ((ð-1) ðàç). Ïðèìåíÿÿ

(6), (7) è. èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå ê ïðàâîé ÷àñòè (5), ïîëó÷èì

k ( 0(1)

ran 0- HOD-q(A(v ),.."A(v ))~ (h.max(rankA(v ),...,rankA(v ))) ~

1\- 1 h 1 h

( 0 1-1 )0 ( 1 ) 1
h. (5+1) (1 ) ~ (5+1)0(1 ), ò, ê. h~5,

ñëó÷àé ~. Ïóñòü L -ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä Fp' ïîðîæäåííîå

ìàò ðèöàìè A(v ), ., .,A(v ). Òîãäà
1 h

1-1
VBEL rankB~h.(5+1)0(1 ). (8)

Åñëè â -ñëó÷àéíûé ýëåìåíò èç L, òî âñÿêèé ðàç, êîãäà íåêîòîðîå

âõîæäåíèå à õîòÿ áû îäíîé èç ìàòðèö A(v ), ...,A(v ) îá ð àùàåòñÿ â
1J 1 h

åäèíèöó, ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà L, çàäàííûé ýòèì âõîæäåíèåì,
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íåâû ð îæäåí è ìû èìååì Ð[Ü =0]=l/p. ïåðåõîäÿ ê ìàòåìàòè÷åñêèì
1J

îæèäàíèÿì, ïîëó÷àåì, ÷òî ìîæíî âûáðàòü Bl' ...,B1eL òàê, ÷òî

èìïëèêàöèÿ

À..(ó) ...À..(ó)=! => 3l:$v:$1(B )..~O
.1] 1 .1] h v .1]

2 -1 ~ ( .. ) ïâûïîëíåíà äëÿ âñåõ, êðîìå :$í ð âõîæäåíèè .1,] .îëàãàåì

--
A(v)=BlV. ..VB1. Òîãäà á) âûòåêàåò èç òîëüêî ÷òî ñäåëàííîãî

çàìå÷àíèÿ. ×òî êàñàåòñÿ îöåíêè à) äëÿ ðàíãà, òî â ñèëó (8), (6), Ü:$5

1-1 ð- 1 1
è çàêîíîâ äå Ìîðãàíà, ïîëó÷àåì rankA(v):$ l+(l+(h. (5+1)0(1 ») ) :$

i
(5+1)0(1 ).

ñëó÷àé -=& ñâîäèòñÿ ê òîëüêî ÷òî ðàçîáðàííîìó ñ ïîìîùüþ çàêîíîâ

äå Ìîðãàíà.

Èòàê, ìàòðèöû À(ó), óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâàì à) è á),

ïîñòðîåíû. ïóñòü, â ÷àñòíîñòè, À- ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóêõöàÿ âûõîäó.

O(ld)Åñëè rankA2:r, òî èç îöåíêè ðàíãà à) ìû èìååì Ã:$(5+1) îòêóäà

íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò (4). Åñëè æå rankA(r, òî â ñèëó (3),
2

IA-AI2:R AkCr)2: í. ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó á),
åõð ( (lnr) 1\d+1)

IA-AI:$5.H2.p-1 òàê êàê êàæäîé ïîçèöèè, â êîòîðîé À. è À

ðàçëè÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâóåò õîòÿ áû îäíà âåðøèíà v òàêàÿ, ÷òî À(ó) è

ÀñÓ )-. ..-ÀñÓ) ðàçëè÷àþòñÿ â ýòîé ïîçèöèè. ñðàâíèâàÿ ýòè äâå1 h

îöåíêè, ìû ïîëó÷àåì (4)..

ÑÑ w
Áàáàè, Ôðàíêë è ÑÈìÎÍ [7] ðàññìîòðåëè êëàññ ÐÍ , ñîñòîÿùèè èç

ìàòðèö {Àí}, ðàñïîçíàâàåìûõ ïîëèíîìèàëüíûìè Ñîòíîñèòåëüíî logH)

êîììóíèêàöèîííûìè àëãîðèòìàìè ñ îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì àëüòåðàöèé è

äîêàçàëè, ÷òî ÐÍÑÑ ñÎâïàäàåò ñ êëàññîì ìàòðèö {Àí} òàêèõ, ÷òî

CO(l)(AH):$exp«lo91o9H)0(1» .Èç òåîðåìû 1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

ñëåäóêõöåå ñëåäñòâèå.
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Åñëè {Àí} -ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0-1 ìàòðèö (AN -

ìàòðèöà ðàçìåðà í õÍ) ; eXp«10g10gH)W(I»~r=r(H)~H è äëÿ íåêîòîðîãî

êîíå÷íîãî ïîëÿ k

k í2
RA(r)~ 0(1) ) (9)

exp«10gr) )

ÑÑ
ÒÎ {AH}~PH ..

Î
ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 1. Ïî àíàëîãèè ñ áóëåâûì ñëó÷àåì, êëàññ ÀÑ ÑÎÑÒÎÈÒ

èç òåõ ìàòðèö {Àí}, äëÿ êîòîðûõ ÑO(I)(AH)~(10gH)O(I) .Î÷åâèäíî,

Î ÑÑ Î
ÀÑ ~PH , ïîýòîìó ñëåäñòâèå ê òåîðåìå I ïðèìåíèìî òàêæå è ê ÀÑ .

Ëþáîïûòíî îòìåòèòü, ÷òî òåîðåìà I íå óëàâëèâàåò ðàçíèöû ìåæäó

Î ÑÑ
êëàññàìè ÀÑ è ÐÍ (åñëè, êîíå÷íî, îíà âîîáùå ñóùåñòâóåò!), ò.å.

Î
íèêàêîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ÀÑ, áîëåå ñèëüíîãî, ÷åì ýòî ñëåäñòâèå, èç

òåîðåìû I âûâåñòè íå óäàåòñÿ.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 2. â [5] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ öåëîãî ðÿäà ñâîéñòâ

ãðàôîâ, äâóäîëüíûõ ãðàôîâ, òóðíèðîâ (ñâîéñòâà ðàìñååâñêîãî òèïà,

ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà, ñâîéñòâà àññèìåòðè÷íîñòè), ïðèñóùèõ

ñëó÷àéíûì îáúåêòàì, ñóùåñòâóþò îáúåêòû, îáëàäàþùèå ýòèìè ñâîéñòâàìè,

Î @
ìàòðèöû ñìåæíîñòè êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò (ÀÑ )

( ={ {Àí} I Ñ;(.1 ) ( Àí) ~ (10gH) î (1) } ) .Èç òåîðåìû I âûòåêàåò, ÷òî ïðè

eXp«10g10gH)W(I»~r=r(H)~H íàä ïîëåì k=F2 èìååò ìåñòî âåðõíÿÿ

îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ìàòðèö ñìåæíîñòè Àí òàêèõ îáúåêòîâ

k í2
RA (ã)~ Î(1) .Èíûìè ñëîâàìè, ìàòðèöû ìîãóò áûòü äîñòàòî÷íî

í exp«10gr) )

íåóñòîé÷èâûìè íàä F2 è â òî æå âðåìÿ îáëàäàòü ðÿäîì ñâîéñòâ,

õàðàêòåðíûõ äëÿ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 3. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé êàíäèäàò íà ïðèíàäëåæíîñòü

êëàññó PSPACECC\PHCC -ýòî ïðåäèêàò "ÑÊÀËßÐÍÎÅ ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈÅ ÏÎ mod2"

[7]. Èç ñëåäñòâèÿ ê òåîðåìå I âûòåêàåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôàêòà
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PSPACEcc*PHCC äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü îöåíêó (9) ïðè êàêèõ-ëèáî

eXp«loglogN)w(l»~r=r(N)~N äëÿ ìàòðèö ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â

êîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ íàä F2 (N -÷èñëî ýëåìåíòîâ

ïðîñòðàíñòâà!). â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ r~cN

(ñ äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà) è ëþáîãî ïîëÿ k

õàðàêòåðèñòèêè, îòëè÷íîé îò 2, èìååò ìåñòî áîëåå ñëàáàÿ îöåíêà

RA(r)~Q(N2/r).

§2. ÍÈÆÍÈÅ ÎÖÅÍÊÈ äëÿ ÔÓÍÊÖÈÈ ÓÑÒÎé×ÈÂÎÑÒÈ

Ïóñòü k -ïðîèçâîëüíîå ïîëå. Åñëè k ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ðàçëîæåíèÿ

íåêîòîðîé êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïû Ý, òî ~~!2~Ö~ Q2Q2ù~~~QrQ

~2~Q22~::!2~~~~~ <!>Y2~~, ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðóïïå Ý, èìååò âèä Ilx(g) II,

ë *
ãäå 9 ïðîáåãàåò ãðóïïó Ý, à õ -äâîéñòâåííóþ ãðóïïó G=Hom(G,k )

(èçîìîðôíóþ (íåêàíîíè÷åñêè!) ãðóïïå Ý). ~~!2~Ö~~ ~~~~~Q~Q~~~

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà âèäà I l aJ II , ãäå à, ...,à -ïîïàðíî ðàçëè÷íûå
1 Î Ê-1

ýëåìåíòû èç k; O~j~N-l. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà

ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Ïóñòü À -ìàòðèöà îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóðüå

íåêîòîðîé àáåëåâîé ãðóïïû ïîðÿäêà N è r~cN (ñ -äîñòàòî÷íî ìàëàÿ

k 2
ïÎëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà). Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà RA(r)~Q(N /ã).

ÒÅÎÐÅÌÀ Ç. Ïóñòü k áåñêîíå÷íî, À ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê

íåêîòîðîé ìàòðèöå Âàíäåðìîíäà ïîðÿäêà N è r~eN (å -äîñòàòî÷íî ìàëàÿ

ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà). Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà R~(r)~Q(N2/r).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì ìû ðàçîâüåì ìåòîä ïîëó÷åíèÿ

íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ñèñòåì áèëèíåéíûõ- ôîðì â
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íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé ìîäåëè âû÷èñëåíèé. Ïî-âèäèìîìó, Ýòà ìîäåëü

ïðåäñòàâëÿåò è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ðàññìîòðèì àðèôìåòè÷åñêèå ñõåìû ñ ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ

îïåðàöèé, ñîñòîÿùèì èç ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ âû÷èñëåííîãî ðàíåå

Ã)
ïîëèíîìà íà êîíñòàíòó èëè ïåðåìåííóþ. ïðè ÝÒÎÌ óìíîæåíèå íà

ïåðåìåííóþ èìååò ñòîèìîñòü 1; îñòàëüíûå îïåðàöèè áåñïëàòíûå.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè çàìåíèòü ñëîæåíèå íà äèçüþíêöèþ, à óìíîæåíèå -íà

êîíüþíêöèþ, òî ìû ïðèäåì ê ïîíÿòèþ êîíòàêòíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ñõåì

(directed switching networks) [11]. Ïî ÝÒÎé ïðè÷èíå ìû íàçûâàåì

àðèôìåòè÷åñêèå ñõåìû ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà !Q~!~!!~~~ è îáîçíà÷àåì

ñîîòâåòñòâóþùóþ ìåðó ñëîæíîñòè ÷åðåç S.

Åñëè Ll' ...,LN -ñåìåéñòâî áèëèíåéíûõ ôîðì, òî S(Ll' ...,LN)

ëåãêî õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷åðåç ïðåäñòàâëÿþùèé òåíçîð ñåìåéñòâà

Ll' ...,LN. Ïóñòü P,Q,R -êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì â Ð è Q

ôèêñèðîâàíû áàçèñû Å è F ñîîòâåòñòâåííî. Íàçîâåì ~Q~!~~!~~ E~~~Q~

rk (t) òåíçîðà teP@Q@R íàèìåíüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî òåíçîðîâ âèäà
s

e@q@r, ååÅ, qeQ, reR (10)

èëè

p<;sJf@r, peP,feF,reR, (11)

ñóììà êîòîðûõ ðàâíà t. Äëÿ ñåìåéñòâà {Ll' ...,LN}=

{ LaiJkxiYJ 11~k~N } áèëèíåéíûõ ôîðì ÷åðåç t(Ll' ...,LN) îáîçíà÷èì åãî
i, J

ïðåäñòàâëÿþùèé òåíçîð L à å @Å @g. ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ òåîðåìà
iJk i J k

i, J , k

äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è åå àíàëîã äëÿ ñëó÷àÿ íåîãðàíè÷åííûõ

àðèôìåòè÷åñêèõ ñõåì (ñì. , íàïðèìåð, [3]).

ÒÅÎÐÅÌÀ 4. S(Ll'...'LN)=rks(t(Ll'...'LN))..
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ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R òàêæå ôèêñèðîâàí

íåêîòîðûé áàçèñ G. äëÿ òåíçîðà t= L à e@f@g (ñîîòâåòñòâåííî,
efg

å, f,g

òåíçîðà ñ= L à e@f] ÷åðåç supp(t) (ñîîòâåòñòâåííî, supP(c)]
ef

e,f

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {<e,f, g > l a ~O} (ñîîòâåòñòâåííî,

efg

{<e,f>laef~O}]. Òåíçîð t (òåíçîð ñ] íàçûâàåòñÿ ~~~EQ~~~~~~, åñëè

âñÿêèå äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà èç supp(t) (supp(c) ñîîòâåòñòâåííî]

îòëè÷àþòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå â äâóõ ìåñòàõ. äëÿ S~ExFxG è geG ïîëîæèì

Sg={<e,f>eExFI<e,f,g>eExFxG}. s íàçîâåì Q~~QEQ~1i~, åñëè ISgl íå

çàâèñèò îò g.

Â äaë~HeéøeM íàì ïîíàäîáÿòñÿ íèæíèå îöåíêè íåñêîëüêî áîëåå

îáùåãî âèäà, íåæåëè ïðîñòî îöåíêè íà âåëè÷èíó rks. Èìåííî, ïóñòü

rk (t)~(r ,ã) ïî îïðåäåëåíèþ îáîçíà÷àåò, ÷òî òåíçîð t ìîæåò áûòü
s ð Q

ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû íå áîëåå ã òåíçîðîâ âèäà (10) è ã
ð Q

òåíçîðîâ âèäà (11). Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíàâëèâàþòñÿ íèæíèå

îöåíêè äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ã ã äëÿ øèðîêîãî êëàññà òåíçîðîâ t.
ð Q

ÒÅÎÐÅÌÀ 5. ïóñòü teP@Q@R äèàãîíàëüíûé òåíçîð; S~supp(t)

îäíîðîäíî. Äîïóñòèì, ÷òî rk (t)~(r ,ã) è ã ,Ã ~elsl (å -äîñòàòî÷íî
s ð Q ð Q

ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà). Òîãäà ã ã ~Q(dimR.ISI).
ð Q

Â ÷àñòíîñòè, rks ( t ) ~a( ( dimR. I s I) 1/2) .

[ 1/2 ] [ 1/2 ]ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. ÏÎËÎÆÈì dp= [~.~] ; dQ= [~.~] .

Ðàçáå ð åì âíà÷àëå ñë ó÷àé d ~1, d ~1.
ð Q

Ðàñøèðÿÿ â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè k, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òÎ k

ñîäåðæèò ýëåìåíòû õ , ó (ååÅ, feF, l~i~d, l~j~d ),å i fJ ð Q

òðàíñöåíäåíòíûå íàä ïîëåì îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà t. Ïóñòü Ðo è Qo -

ïîäïðîñòðàíñòâà â Ð è Q ñîîòâåòñòâåííî, ïîðîæäåííûå âåêòîðàìè [õ å
å i

å
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(l~i~d) è LY f (l~j~d) ñÎÎòâåòñòâåííî. Ïðåâðàòèì ð è Q â
Ð fj Q

f

àññîöèàòèâíûå àëãåá ðû ñ îïå ðàöèåé óìíîæåíèÿ 0, ïîëàãàÿ å oå =î å
v '1 V'1 V

.
(ñîîòâåòñòâåííî, f of =0 f ). Ïóñòü U=P o @Q o @R. Ðàññìîòðèì

V '1 V'1 V

áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ~:(P@Q@R) @ u ~ P@Q, ÿâëÿþùååñÿ òåíçîðíûì

ïðîèçâåäåíèåì îãðàíè÷åíèé íà Ð@Ðo, Q@Qo ââåäåííîãî âûøå óìíîæåíèÿ

.
° :P@P~P, o:Q@Q~ è åñòåñòâåííîãî ñïàðèâàíèÿ R@R ~A:. èçó÷èì

ïîâåäåíèå âåëè÷èíû dim~(a@U) äëÿ ðàçëè÷íûõ òåíçîðîâ à.

Ïóñòü âíà÷àëå òåíçîð à èìååò âèä (10), ò. å. a=e@Q@r. Òîãäà

~(a@u)~(eoPo)@(QoQo)~(A:e)@(QoQo), îòêóäà dim~(a@U)~dQ. Àíàëîãè÷íî,

dim~(a@U)~d äëÿ òåíçîðîâ à âèäà (11). Òàê êàê ïî óñëîâèþ tÐ

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ~Ã òåíçîðîâ âèäà (10) è ~Ã òåíçîðîâ
Ð Q

âèäà (11), òî îòñþäà

[Ã ã 151 ] 1/2 dim~( t@U) ~d ã +d ã ~ 2 -.-
dP mRQ .(12)

Ð Q Q Ð 1

Îöåíèì òåïåðü dim~(t@U) ñíèçó. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì t ïî áàçèñó G

ïðîñòðàíñòâà R: t=Lc @g; ñ EP@Q. Ïðåæäå âñåãî,
9 9

9

~(t@U)=~(t@(Po@Qo)@R.) ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì â P@Q, ïîðîæäåííîì

ïîäïðîñòðàíñòâàìè Vg=C9°(Po@Qo). Òàê êàê t äèàãîíàëåí, òî

supp(c )f'lSupp(c )=21 ïðè 9 ~g è, çíà÷èò, supp(V )f'lSUpp(V )=21.
91 92 1 2 91 92

ÏÎÝòîìó ðàçëîæåíèå ~(t@U)= L V ïðÿìîå è, ñëåäîâàòåëüíî,
9EG 9

dim~(t@U)= L dimV .(13)
9EG 9

äîêàæåì, ÷òî äëÿ âñåõ 9

dimV =d d. (14)
9 Ð Q

äëÿ ýòîãî âíà÷àëå îòìåòèì, ÷òî d d ~-i,!Ld5mR = I 5 " òàê êàê 5 îäíîðîäíî.
Ð Q 1 9

Âûáåðåì 5' ~5 òàê, ÷òî 1 5' I =d d è ïðîâåðèì, ÷òî ïðîåêöèÿ V íà 5g'
9 9 9 Ð Q 9

âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò V íà ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ äâóìåðíûõ
9
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òåíçîðîâ ñ íîñèòåëÿìè â S'.
9

â ñàìîì äåëå, òàê êàê t äèàãîíàëåí, òî S' èìååò âèä
9

{ <å ,Å > 1 1~V~d d } , ãäå âñå å ,Å ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ïóñòü à -

V v ð Q v v v

êîýôôèöèåíò òåíçîðà ñ ïðè å @Å ( l~v~d d ). Òîãäà â åñòåñòâåííûõ
q v v ð Q

êîîðäèíàòàõ îòîáðàæåíèå

OCq ïðîåêöèÿ íà S'
Po@Q01 ~ v q I 9 ~kSg (15)

çàäàåòñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé Í, ñòðîêè êîòîðîé èíäåêñèðîâàíû ïàðàìè

(i,j) (l~i~d, l~j~d ), à ñòîëáöû èíäåêñîì v ñ îáùèì ÷ëåíîì
ð Q

h =à õ ó. Íàïîìíèì, ÷òî õ , ó òðàíñöåíäåíòíû íàä ïîëåì
iJV V å i f J å i f J

V V

îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà t, âêëþ÷àþùåì â ñåáÿ âñå à .
V

çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ áèåêöèþ S' ~[d ]x[d ];
9 ð Q

<å ,Å >~<i(v),j(v». ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó õ ~O ;
v V å i i,i(V)

V

ó ~O ( ) â ìàòðèöó Í, ìû ïîëó÷èì íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó, à
f J J,J V

V

èìåííî, äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ íåíóëåâûìè âõîæäåíèÿìè à ïî
V

äèàãîíàëè. â ñèëó òðàíñöåíäåíòíîñòè õ ,ó, ìàòðèöà Í òàêæå
å i f J

íåâûðîæäåíà.

Èòàê, ~ óñòàíîâèëè, ÷òî îòîáðàæåíèå (15) áèåêòèâíî. Òåì ñàìûì,

(14) äîêàçàíî. Èç (13) è (14) ìû òåïåðü ïîëó÷àåì

dim.u(t@U)=d d dimR~g( I S I J, òàê êàê d ,d ~1. Îòñþäà è èç (12)ð Q ð Q

âûòåêàåò èñêîìàÿ îöåíêà rprQ~g(dimR.ISI).

Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà îäíî èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

d " d ( ñêàæåì, d ) , ðàâíî Î. Äîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòîò ñëó÷àé
ð Q ð

ã dimR
íåâîçìîæåí. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì ã' = ~ ñ IS .Òîã äà ã ~ã' ~ã è ê ïàðå

ð 1...1 ð ð Q

(Ã~'Ão) ïðèìåíèìû îïèñàííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ. ìû äîêàæåì òàêèì

îáðàçîì, ÷òî r~rQ~g(dimR.ISI), îòêóäà rQ~g( ISI), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ, åñëè ñ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû âûáðàíî äîñòàòî÷íî ìàëûì..
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1. Ïóñòü tA:G -òåíçîð óìíîæåíèÿ â ãðóïïîâîé àëãåáðå

kG ïðîèçâîëüíîé ãðóïïû G ïîðÿäêà N (çàïèñàííûé â ãðóïïîâîì áàçèñå).

2
Òîãäà èç rk (t~ G )~(r ,ã) ïðè óñëîâèè ã ,Ã ~cN (ñ äîñòàòî÷íî

s 1\. ð Q ð Q

3
ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà) âûòåêàåò îöåíêà ã ã ~Q(N ). â

ð Q

3/2÷àñòíîñòè, rks(tA:G)~Q(N )..

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2. Ïóñòü à, ...à åÀ:; t- òåíçîð óìíîæåíèÿ â àëãåáðå
1 N

Í-1
À:[õ]/(õ-à )...(õ-à ), çàïèñàííûé â áàçèñå (l,õ,...,õ ). Òîãäà èç

1 N

2
rk (t)~(r ,ã) ïðè óñëîâèè ã ,Ã ~cN (ñ äîñòàòî÷íî ìàëàÿ

s ð Q ð Q

3ïÎëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà) âûòåêàåò îöåíêà ã ã ~Q(N ). Â ÷àñòíîñòè,
ð Q

rk (t)~Q(N3/2).
s

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé òåíçîð

t'=L{Xl@XJ@Xl+Jlo~i.(N/2; O~jLN/2; N/4~i+j(N/2} è îäíîðîäíîå

ìíîæåñòâî S={<Xl,XJ,Xl+J>lo~i~N/4; O~j~/2; N/4~i+j'N/2}. Ïðèìåíèâ

òåîðåìó 1, äîêàæåì ñëåäñòâèå 2 äëÿ òåíçîðà t'. Òàê êàê t' ïîëó÷åí èç

t ïðîåêöèåé, ñîõðàíÿþùèå âûäåëåííûå â ð è Q áàçèñû, òî

rk ( t' ) ~rk ( t ) ..
s s

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 3. rk «N,N,N»~Q(N5/2) «N,N,N> -òåíçîð ìàòðè÷íîãî
s

óìíîæåíèÿ)..

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 4. rk (t )~Q(N3/2) (t -òåíçîð óìíîæåíèÿ
s ðî! ðî!

ïîëèíîìîâ N-é ñòåïåíè).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 2..

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 2 è 3. îáå îíè ëåãêî
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âûòåêàþò èç óæå äîêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñëåäóþùåé ðåäóêöèè.

ËÅÌÌÀ 1. Ïóñòü dimP=dimQ=dimR=N è teP@Q@R -òåíçîð, èìåþùèé
N

ðàíã ~N, ò. å. äîïóñêàþùèé ïðåäñòàâëåíèå [ ð @q @Ã. Ïóñòü À
I I I1 = 1

ìàòðèöà, âûðàæàþùàÿ ýëåìåíòû ð ÷åðåç áàçèñ Å, ò. å. ð =[à å. Òîãäà
I I I å

å

äëÿ ëþáîãî l~r~N èìååò ìåñòî rks(t)~(RA(r),Nr).

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé NxN-MaTpèöe â

òåíçîð t(B)eP@Q@R ïî ïðàâèëó t(B)= [ ü å @q @Ã. Ýòî îòîáðàæåíèå
I å I I

I, å

ëèíåéíî è t(A)=t.

Ïóñòü òåïåðü À=Ào+Àl' ãäå rankAo~r; IAll~RA(r). Èìååì

rk (t)=rk (t(A))~rk (t(A o ))+rk (t(A l ). (16)

s s s s

Åñëè â ìàòðèöà ðàíãà 1, ò. å. ü =Õ Ó, òî t(B)=
1 å I å

[ X I Y e@q @Ã =~a, ãäå ðåÐ, aeQ@R. Ðàñêëàäûâàÿ à ïî áàçèñ ó Få I I
I, å

ïðîñòðàíñòâà Q, ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî rk (t(B))~(O,N). Ñëåäîâàòåëüíî,
s

rks ( t ( Ào ) ) ~ ( 0, Nr) .( 17 )

Åñëè IBI=I, òî t(B) èìååò âèä (10). Çíà÷èò, rk (t(B»~(I,O) è
s

rks ( t ( À 1 ) ) ~ ( R À ( ã) , 0) .( 18 )

Óòâåðæ,Äåíèå ëåììû âûòåêàåò èç (16), (17), (18)..

Åñëè G -àáåëåâà ãðóïïà è k -ïîëå ðàçëîæåíèÿ äëÿ G, òî òåíçîð

tkG äèàãîíàëèçèðóåì è èç ñëåäñòâèÿ 1 ê òåîðåìå 5 è ëåììû 1 âûòåêàåò

òåîðåìà 2 (ìàòðèöà À ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ÎÏÔ, ñîîòâåòñòâóþùåãî G,

äåëåííîé íà I G I) ..

Òåîðåìà ç âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 2 ê òåîðåìå 5 è ëåììû 1, ò. ê.

Î- ( N á Í-1
"'[Õ]/ õ-à ). ..(õ-à )~A:, è ìàòðèöà ïåðåõîäà îò àçèñà ( I,Õ, ...,Õ )

.1 N

ê áàçèñó â kN îáðàòíà ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöå Âàíäåðìîíäà.

ÏÎ-âèäèìîìó, îöåíêè, ïðåäîñòàâëÿåìûå òåîðåìîé 5, íå ÿâëÿþòñÿ

16



îïòÈÌàëüíûìè. â ÷àñòíîñòè, âûãëÿäèò ïðàâäîïîäîáíîé ñëåäóþùàÿ

ãèïîòåçà:

ÃÈÏÎÒÅÇÀ. Ïóñòü dimP=dimQ=dimR=N; teP@Q@R äèàãîíàëüíûé

òåíçîð; S~supp(t) îäíîðîäíî è ISI=Q(N2). Òîãäà rks(t)~Q(N2) (îöåíêà

òåîðåìû 5 äàåò Q(N3/2)).

Êàê îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, ñëåäñòâèÿìè ÝÒÎé ãèïîòåçû ÿâëÿþòñÿ

ññ ññ
ÐÍ ~PSPACE è íåâû÷èñëèìîñòü äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

àðèôìåòè÷åñêèìè ñõåìàìè ðàçìåðà Î(ï) è ãëóáèíû O(logn).

ÀâòÎð áëàãîäàðåí Ä.Þ. Ãðèãîðüåâó, Í. Íèñàíó, Ï.Ïóäëàêó,

Ï.ñàâèöêîìó è Ì.À.Ôðóìêèíó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ, êàñàþùèåñÿ

óñòîé÷èâûõ ìàòðèö.
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Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò

ÈÌ. Â. À. Ñòåêëîâà ÀÍ ÑÑÑÐ

ON RIGID MATRICES

The rigidity of àï NxN matrix À over à field k, as defined Üó

L.Valiant [15,16] (see also [2]) , is the function from {l,...,N} to

{1,...,N2} given Üó RA(r)=min{ IBI rank(A-B)~r} where IBI denotes

the number of non-zero entries in Â. We prove that sufficiently

rigid over F matrices are hard to compute Üó constant-depth
ð

circuits over the basis {&,V",HOD-q}, q is à degree of ð. As à

corollary, we get that the class ÐÍÑÑ contains ïî sufficiently rigid

matrices.

We present also some lower bounds for the rigidity of:

à) matrices of the generalized Fourier transformations

corresponding to abelian groups,

Ü) matrices which are inverse to the van der Monde matrices.

Proofs rely èðîï à reduction to so-called arithmetic switching

circuits.
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