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IÀ. À. Ðàçáîðîâ .

Îäíà È3 âàæíåéøèõ çàäà÷ òåîðèè âû÷èñëèòåëüíîé
ñëîæíîñòè -ïîëó÷åíèå õîðîøèõ íèæíèõ îöåíîê äëÿ
ñõåìíîé ñëîæíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé èç Np-ïocëeäoBa-
òåëüíîñòåé. Íåñìîòðÿ éà çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ, ïðîãðåññ
â ýòîé îáëàñòè âåñüìà íåâåëèê -íàèë-ó÷øèå èçâåñòíûå
îöåíêè òàêîãî ðîäà ïðèíàäëåæàò Áëþìó [1] è ñîñòàâëÿþò
3ï (ï -÷èñëî ïåðåìåííûõ).

Çà ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò yäa~ocü ïîëó÷èòü ñâåðõ-
öîëèíîìèàëüíûå Íèæíèå îöåíêè-ðàçìåðàñõåì,âû÷èñëÿþ-
ùèõ ôóíêöèè èç NP-ïocëeäáBaTeëüHOCTeé, ïðè ðàçëè÷-
íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñõåìû. â [2,3] áûëî äîêàçàíî,
÷òî ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ôóíêöèè ëîãè÷åñêîãî ñëîæå-
íèÿ ïî lllOd 2 ñõåìàìè îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû â áàçèñå ,
{&, V} ðàñòåò ñâåðõïîëèíîìèàëüíî îò ÷èñëà ïåðåìåí- "'

íûõ. Íåçàâèñèìî â [4] äëÿ ÒÎé æå çàäà÷è áûëà ïîëó÷åíà "áîëåå õîðîøàÿ îöåíêà.
â [5- 7] ñîäåðæàòñÿ ÝKCÏOJleHÖÈaëüHÛe íèæíèå îöåí-

êè ðàçìåðà ì î í î ò î í í û õ ñõåì îãðàíè÷åííîé ãëó-

áèíû, âû÷èñëÿþùèõ ðàçëè÷íûå ôóíêöèè. â [8] óñòàíîâ- ,
ëåíû ýêñïîíåíöèàëüíûå íèæíèå îöåíêè ðåàëèçàöèè ôóíê-
öèè ëîãè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ ñõåìàìè îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû ,

â òîì æå áàçèñå {&, V}. â [9] Äàíî áîëåå ïðîñòîå äîêà-
çàòåëüñòâî àíàëîãè÷íûõ îöåíîê. ,\1

Äðóãîé ðåøåííûé ñëó÷àé -ÌÎÍÎÒÎÍíûå ~xeMÛ â áà- j
çèñå {&, V} (íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííîè ãëóáèíû). ~1
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Ñâåðõïîëèíîìèàëüíûå íèæíèå îöåíêè ìîíîòîííîé ñëîæ-
íîñòè äëÿ ôóíêöèé èç NP-ïocëeäoBaTeëüHOCTeé áûëè

ïîëó÷åíû àâòîðîì â [10,11]. À. Å. Àíäðååâ [12] ïåðåíåñ
ýòè îöåíêè íà äðóãèå N Ð-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ óñèëåíèåì
èõ ÄÎ ýêñïîíåíöèàëüíûõ. â [13], íåçàâèñèìî îò Àíäðååâà,
Àëîí è Áîïïàíà òàêæå óñèëèëè îöåíêè èç [10,.11] äîýêñïîíåíöèàëüíûõ. .

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñõåìû îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû â áà-

çèñå {&, V, ÅÂ}. Òàê êàê ôóíêöèÿ Õ! EfJ Õ2ÅÂ ...ffi Õï
èìååò ñâåðõïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ñõå-ìàìè îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû â áàçèñå {&, V} (ñì. [2-4, .

8,9]), òî ðàññìàòðèâàåìûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñõåìû

ÿâëÿþòÑß áîëåå ñèëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñðåäñòâàìè,
÷åì ñõåìû â áàçèñå {&, V}. Íàøà öåëü -äîêàçàòü
ýêñïîíåíöèàëüíóþ íèæíþþ îöåíêó äëÿ ñëîæíîñòè ðåà-
ëèçàöèè ôóíêöèè ãîëîñîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ñõåì îãðàíè÷åí-
íîé ãëóáèíû â áàçèñå {&,V, ÅÂ}. Âíà÷àëå ìû äîêàæåì
aH!:lËOÃÈ×HyÞ îöåíêó äëÿ áàçèñà {&, Ef)}, à çàòåì óêàæåì,
êàê îíà ïåðåíîñèòñÿ íà áàçèñ {&, V, ÅÂ } (ñì. çàìå÷àíèå

â êîíöå ðàáîòû).
Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà â äàííîé ðàáîòå èìååò ìíîãî

ñõîäíûõ ÷åðò ñ ìåòîäîì, èñïîëüçóåìûì â [10-13]. ×òîáû
ïîä÷åðêíóòü ýòó àíàëîãèþ, ìû ðàçáèâàåì íàñòîÿùóþ
ðàáîòó íà ïàðàãðàôû òàê æå, êàê è [11]. Â § 1 ââîäÿòñÿ
íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà, ïî-
çâîëÿþùàÿ ïî-ëó÷àòü íèæíèå îöåíêè ðàçìåðà ñõåì îãðà-

íè÷åííîé ãëóáèíû ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé îáùåé êîíñòðóê-
öèè, êîòîðóþ àâòîð íàçâàë ïðàâèëüïîé ìîäåëüþ. Â § 2

èç áóëåâûõ ïîëèíîìîâ îãðàíè÷åííûõ ñòåïåíåé ñòðîèòñÿ
ñåðèÿ ïðàâèëüíûõ ìîäåëåé. Íàêîíåö, â § 3 ïîñòðîåííûå
ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü ýêñïîíåí-
öèàëüíóþ íè:æíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ôóíêöèè
ãîëîñîâàíèÿ ñõåìàìè îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû â áàçèñå
{&, ÅÂ}. Óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå, êàê íàì êàæåòñÿ, ìîãóò
áûòü ïîëåçíû ïðè îöåíêå ñëîæíîñòè äðóãèõ áóëåâûõ
ôóíêöèé, ôîðìóëèðóþòñÿ íèæå â âèäå òåîðåì; îñòàëü-

íûå -â âèäå ëåìì.
§ 1. Ñõåìû îãðàíè÷åííîé ãëóáèíû è ïðàâèëüíûå ìî-

äåëè. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü áóëåâû ôóíêöèè îò ï
ïåðåìåííûõ XI, Õ2, ..., Õï; ÷èñëî ï ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðo-
âàííûì ÄÎ ëåììû 6 âêëþ÷èòåëüíî. Ïóñòü Âï ~ {0, 1}11;

Gn ~ {0, 1}Âï -ñåìåéñòâî âñåõ ï-ìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíê-
öèé. Ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîò-

BeTCTJJ1Ie ìåæäó Gn è F2 [XI' ..., Õï] (ïðè ýòîì, ðàçóìå-
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åòñÿ, ÄJIß ïîëèíîìîâ íàä ïîëåì F 2 ìû ïðåäïîëàãàåì xr= Xi);
ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü áóëåâó ôóíêöèþ è ïîëèíîì,
êîòîðûé åå èçîáðàæàåò. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ â ïîëå F2

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ÅÂ.
â îïðåäåëåíèè ñõåìû ãëóáèíû k â áàçèñå {&, ffi}

(â äàëüíåéøåì -ïðîñòî ñõåìû ãëóáèíû k) ìû, ñ î÷åâèä-

íûìè èçìåíåíèÿìè, ñëåäóåì [3]. Îïðåäåëåíèå äàåòñÿ
èíäóêöèåé ïî k.

Ñõåìà ãäóáèïû î åñòü ýëåìåíò ìíîæåñòâà {Õ1' Õ1 ÅÜ' 1,
õ2, Õ2 ÅÂ 1, ..., õï, Õï ED 1}. Ñõåìà ãÄyáè1tbL k åñòü íå-
ïóñòîå ìíîæåñòâî ñõåì ãëóáèíû (k -1). Ñõåìó ãëóáèíû k
áóäåì íàçûâàòü EB-cxeMozl, åñëè k íå÷åòíî è &-ñõåìîé,

åñëè k ÷åòíî.
Îïðåäåëèì òåïåðü äëÿ ñõåìû Ñ ãëóáèíû k áóëåâó

ôóíêöèþ fc Å Gn, êîòîðóþ îíà âû÷èñëÿåò. Äëÿ ñõåì
ãëóáèíû î ïîëîæèì fc ~ Ñ. Ôóíêöèÿ fc, êîòîðàÿ âû-

÷èñëÿåòñÿ ED-cxeMOÉ (&-ñõåìîé) Ñ íåíóëåâîé ãëóáèíû
åñòü EBBECfB (ñîîòâåòñòâåííî, &BECfB).

Áèíàðíîå îòíîøåíèå ~ äëÿ ñõåì îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåô-
ëåêñèâíîå òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæ-
íîñòè. Ðàçìåðîì 8 (Ñ) ñõåìû Ñ íàçûâàåòñÿ I {Â! B~C} '.
Íàêîíåö, ïîëîæèì äëÿ f Å Gn

LIi è) ~ min {8 (Ñ) I Ñ -ñõåìà ãëóáèíû k, fc = /}.

Äëÿ j Å Gn îáîçíà÷èì 11 t '! ~ I {å Å Âï I t (å) = 1} '.

Åñëè ~ ~ Gn -ñåìåéñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé è f Å Gn, òî

p<l,~)~min{llfEBgiiigE~}. (1)

Ïðàâèäüïîé ìîäåäüþ ~ ãäóáèïû k íàçîâåì êÎðòåæ

~ = <~o, ~1, ..., ~Ii' ï!, ..., nli), (2)

ãäå ~; ~ Gn (00< iî<k); {Õl' Õ1ÅÂ1, Õ2' Õ2ÅÂ1, ..., ÕïÅÂ
ÅÂ1} ~ ~( ; ni- íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå âèäà ni: .?J> (~i-J-,-jo
~ ~i. Åñëè í ~ ~i-l' òî ïîëîæèì

6 (Í, i) ~ II ni (Í) ÅÂ * t II, (3)
tEH

ãäå * îáîçíà÷àåò ÅÂ, åñëè i íå÷åòíî è &, åñëè i ÷åòío.
Äåôåêòîì 6 (~) ìîäåëè (2) íàçîâåì ÷èñëî

6 (~) ~ øàõ øàõ 6 (Í, i);
1":;;i":;;k H~Wli-l

âåðõïèì ñäîåì ìîäåëè ~ íàçîâåì ñåìåéñòâî áóëåâûõ

ôóíêöèé SjJ?;1i.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 1. ä onycmUJ.t, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëüïàÿ
-ìîäåäü ãäóáèïû k, äåôåïòà á ñ âåðõïè-ì ñäîå-ì ~{. Òîãäà

ääÿ äþáîé áóäåâîé ôóïïöèè I ñïðàâåääèâî ïåðàâåïñòâî

Lk (/) > ð (I. ù).á-l.

ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ro"t = (ro"tO, ro"t1, ...

..., ro"t1\, n1, ..., nk) -ìîäåëü, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé
óòâåðæäàåòñÿ â óñëîâèè òåîðåìû. Îïðåäåëèì äëÿ ëþáîé

ñõåìû ñ ãëóáèíû i < k áóëåâó ôóíêöèþ I~ Å ~ i èíäóê-

öèåé ïî i.
Åñëè ñõåìà ñ èìååò ãëóáèíó Î, òî Ic Å ro"to â ñèëó

îïðåäåëåíèÿ ïðàâèëüíîé ìîäåëè, è ìû ïîëîæèì I~ ~ Ic.
Åñëè ñõåìà ñ èìååò ãëóáèíó i > Î, òî ïîëîæèì

I~ ~ ni ({I~ I â Å Ñ}), (4)

âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî I: óæå îïðåäåëåíû. Ïðîñòàÿ
èíäóêöèÿ ïî ãëóáèíå ïîêàçûâàåò, ÷òî

I~ ffi Ic< v {nj({I~ I â Å D})EtJ * I: I D -7 Ñ}, (5)
.BED

ãäå * îáîçíà÷àåò ÅÂ , åñëè ãëóáèíà j ñõåìû D íå÷åòíà
è &, åñëè îíà ÷åòíà. È3 (5), îïðåäåëåíèÿ äåôåêòà è (3)

âûòåêàåò
9RII I ñ ffifcll<á(~).8(C). (6)

Åñëè íåêîòîðàÿ ñõåìà ñ ãëóáèíû k Âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ

Ic. òî èç (6) è (1) ñ ó÷åòîì I~ Å ù ïîëó÷àåì ð (Ic. ù) <
< á .8 (Ñ), ÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó 1.

§ 2. Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîé MOÄeJm. ×åðåç ð (d) áóäåì
îáîçíà÷àòü ëèíåéíîå ïoäïðoñòðàíñòâî â Gn. îáðàçîâàííîå
âñåìè ïîëèíîìàìè. ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâûøàåò d.

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå 1 è ïîëîæèì

~2; = ~2j+l ~ ð (zi) (j > 0). (7)

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü -òàê îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèÿ
ni: :!I> (~i-J -+ ~i.×TOáû êÎðòåæ (~(. ~1. &))?1\. nl. ...

n1\) ïðåâðàòèëñÿ â ïðàâèëüíóþ MI)Äeëü äåôåêòà.

íå ïðåâîñõîäÿùåãî 2n-l.
Åñëè i íå÷åòíî. òî ìû. âoñïîëüçîâàâøèñü òåì. ÷òî

&))?i-l = &))?i -ëèíåéíîå ïoäïðîñòðàíñòâî â Gn, ïðîñòî

ïîëàãàåì ni (Í) ~ ffifEHI è ïîëó÷àåì

á (Í. i) = ° (i íå÷åòío). (8)
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Äëÿ ÷åòÍûõ i âoÇìoÆÍoÑÒü âûáîðà ë i TaJ{, ×òîáû
á (Í, i) ~ 2n-l äëÿ âñåõ í ñîñòàâëÿåò óòâåðæäåíèå ñëå-
äóþùåé ëåììû (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ìîìåíòîì

äîêàçàòåëüñòâà).
ËÅÌÌÀ 1. Åñëè H~P (d), òî ñóùåñòâóåò 9 Å ð (dl)

òa~e, ÷òî II (&jEHt) ffi 9 ~ ~ 2n-l.
ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü h = &jEH/ .Ïoëoæèì

Ann (h) ~ {1 Å ð (d)1 /&h = Î}. Òîãäà Ann (h) ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì ïoäïðoñòðàíñòâoì â ð (d). Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî

âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

/l'/2'...'/t,... (9)

t
ýëåìåíòîâ èç Ann (1/') òàêóþ, ÷òî ~ h ffi (&i=l (ii ffi 1» 11 ~
~ 2n-t. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9) áóäåì ñòðîèòü èíäóêöèåé
ëî t.

Á à 3 à è í ä ó ê öè è, t = 0 î÷åâèäíà: 11 h 11 < 2ï.

ø à ã è í ä ó ê ö è è. Ïóñòü ìíîãî÷ëåíû 11' /2' ..., /!

óæå ïîñòðîåíû: L\t ~ {ejh (å) * (&~=l (li ffi 1» (å)}; I L\t I ~
~ 2n-t. Òàê êàê /! Å Ann (h) (1 ~ i ~ t), òî h < /! ffi 1

è, çíà÷èò, h ~ &!=1 (li ffi 1). ÏoýòoÌó, åñëè å Å L\t, òî
h (å) = 0; (&~=l (ii ÅÂ 1» (å) = 1. Òàê êàê h =&jEHi,
òî 3 (10 Å Í) (h ~ io; io (å) = 0). Ýëåìåíò 1 ffi /î ëåæèò
â Ann (h) è (1 $ /î) (å) = 1.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå äëÿ êàæäîãî å Å L\t ëèíåéíûé
ôyHJ{ÖÈOHaë Ðå íà Ann (h), çàäàííûé ïðàâèëîì Ðå (I) ~
~ I (å). Ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ïoêà3ûâàþò, ÷òo äëÿ
ëþáîãî å Å L\t ôóíêöèoíàë Ðå íåâûðîæäåí. Ïóñòü I -

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíoìåðíoðàñïðåäåëåííàÿíàAnn(h).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî åÅ L\t ìû ïîëó÷àåì ð [! (å) = 1] = 1/2
è, çíà÷èò, ì [I{e Å L\t II (å) = 1}1] = 1/2 1 L\t 1. Âûáåðåì

â 'êà÷åñòâå it+l òàêîé ýëåìåíò È3 Ann (h), äëÿ êîòîðîãî
J {å Å L\t 1 /t+l (å) = 1}1 > 1/21 L\t I. Ïîñëå ýòîãî îêàçûâàåòñÿ

I L\t+l 1 ~ 1/2 r L\I I < 2n-t-l, ÷òî çàâåðøàåò øàã èíäóê-

öèè.
Èòàê, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (9) ïîñòðîåíà. Ïîëîæèâ 9 =

= &f=l (li ffi 1), ìû ïîëó÷èì ýëåìåíò ñ òðåáóåìûìè â

ëåììå 1 CBoécTBa~è. Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî l

ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ìîäåëü ãëóáèíû k ñ âåðõíèì ñëîåì
ð (l[Ji/2]) è äåôåêòîì, íå ïðåâoñõoäÿÙÈÌ 2n-l. Íà oñío-
âàíèè òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. LJi (I) > ð (I, ð (l[Ji/2]».21-n.
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§ 3. Íèæíèå îöåíÊè äëÿ ôóíêöèè ãîëîñîâàíèÿ. Ôóíï-
öèåé ãîëîñîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ
èç Gn: MAJ (ï) (81' 82, ..., åï) = 1 # ñðåäè" 81, ..., åï

ñîäåðæèòñÿ ~ nl2 åäÈÍÈÖ.
ÂìåñòÎ òÎãÎ, ÷òîáû îöåíèâàòü âåëè÷èíó ð (MAJ (ï),

ð (d)) (äëÿ íåÊÎòÎðÎÃÎ d), ìû âíà÷àëå ïîïðîáóåì ðåøèòü
òó æå çàäà÷ó äëÿ ê à ê î é -í è á ó ä ü ñèììåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè I. Äëÿ ýòÎãÎ íàì ïîíàäîáèòñÿ èäåÿ, êÎòÎðàÿ
óæå ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ðàç âñòðå÷àëàñü â ëèòåðàòóðå
(ñì. [14, § 11]). Íàì êàæåòñÿ, ÷òÎ ìåò-îä, î êîòîðÎì èäåò
ðå÷ü, çàñëóæèâàåò òîãî, ÷òîáû áûòü ñôîðìóëèðîâàííûì

â ïîëíîé îáùíîñòè.Äîïóñòèì íà âðåìß, ÷òÎ k -ïðîèçâîëüíîå ïîëå; v -
êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíÎå ïðîñòðàíñòâî íàä k; õ ~ v -

ìíîæåñòâî, ïîðîæäàþùåå v êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî V Å v îïðåäåëåíà Beëè~èHa Lx (V) ~
~ min { I õ î ! I õ î ~ õ è V ëåæèò â ëèíåéíîé îáîëî÷êå
ìíîæåñòâà õo}. Ðàññìàòðèâàåìûé ìåòîä ïðåäíàçíà÷åí
äëÿ îöåíêè ñíèçó âåëè÷èíû Lx (V) è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü À: V- ì -íåêîòîðûé ëèíåéíûé îïåðàòÎð (Ì -

ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö íåêÎòîðîãÎ ðàçìåðà íàä ïîëåì k).
Ïîëîæèì r = øàõ {rg (À (õ)) I õ Å Õ}. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîãî è Å v èìååò ìåñòÎ îöåíÊà Lx (è) ~ r-1.rg (À (V)).

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê íàøåé çàäà÷å. Äëÿ ëþáûõ d' , d"
òàêèõ, ÷òî d' + d" < ï, ïîñòðîèì ëèíåéíûé îïåðàòîð

Ad'.d": Gn-M ((;)õ(;,,)) (÷åðåç ì (ð õ q) çäåñü ~ äà-

ëåå îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö ðàçìåðà ð õ q
íàä ïîëåì F2). ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òÎ ñòðîêè ìàòðèö èç

ì ( ( ;,) õ (; )) Çàíóìåðîâàíû d' -ýëåìåíòíûìè ïîäìíÎ-
æåñòâàìè I ìíîæåñòâà {1, 2, ..., ï}, à ñòîëáöû -
d"-ýëeMeHTHÛMÈ ïÎäìíîæåñòâàìè J. Äëÿ ëþáîãî ê G

~ {1, 2, ..., ï} ââåäåì îáîçíà÷åíèå
Âï (Ê) ~ {å = (81, ..., åï) Å Âï I v (i Å K)(ei = Î)}.

Îòìåòèì, ÷òÎ
Âï (Ê1 u Ê2) = Âï (KJ n Âï (Ê2). (10)

â ýòéõ îáîçíà÷åíèÿõ îïåðàòÎð Ad'.d" çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

Ad'.d":I~A, ãäeaIJ~Ô8EB(IUJ)I(e). (11)
n

ËÅÌÌÀ 2. à) åñëè d' + d" + d < n è I Å ð (d), òî
Ad'.d" (ï = Î; á) åñëè 11 III = 1, òî rg (Ad',d" (ï) < 1.
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ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. à) â (:èëó ëèíåéíîñòè äoñòà-
òo÷ío ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà f -oäío÷ëåí. Ïóñòü
f = &iEKXi; I ê r < d; Ad"d" è) = À. Òîãäà aIJ =
= ffieEBn(IUJ)&iEKei. Òàê êàê I I u J u ê r < ï, òî

aIJ ðàâíî ñóììå ÷åòíîãî ÷èñëà eäèlIÈÖ (â ÷àñòíîñòè, åñëè
ê n (1 u J) :;I!= .0, TQ ýòî ÷èñëî åäèíèö ðàâíî íóëþ) è,
ñòàëî áûòü, íóëþ â ïîëå F2; á) èç (10) è (11) ñëåäóåò
ðàâåíñòâî Ad"d" è) = Ad',o (I).Ao,d" è), èñòèííîå ïðè óñëo-
âèè [! f " = 1. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ïóíêò á).

.ËÅÌÌÀ 3. Åñäè d' + d" + d < ï, òî ð è, ð (d» >

> rg (Ad',d" è».
ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì íà îñíîâàíèè (1)

ïîëèíîì 9 Å ð (d) òàêîé, ÷òî 11 f ffi 9 1I = ð è, ð (d». Òoã-
äà rg (Ad',d" è» < rg (Ad',d" (I ffi g» + rg (Ad"d" (g)). Ïåð-
âîå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò ~ tffi 9 " ïî ëåììå 2á),
à âòîðîå ðàâíî íóëþ íà îñíîâàíèè ïóíêòà à) òîé æå ëåììû.
Ëåììà 3 ÄÎêàçàíà.

ÒÅÎÐÅÌÀ 3. Ääÿ äþáûõ d', d" òà}\;èõ, ÷òî d' + d" < ï,
uìåeMLK (i) > åõð2 «ï -d' -d" -1)21k -ï) rg (Ad',d"(f)).

ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. Òåîðåìà íåïoñðåäñòâåÍío âû-
òåêàåò èç òåîðåìû 2 è ëåììû 3, åñëè ïîëîæèòü l = (ï -
-d' -d" -1)2/Ê; d = ï- d' -d" -1.

Ââåäåì òåïåðü â ðàññìîòðåíèå ñïåöèàëüíûå .ìàòðèöû

ïåðåñå÷åíèé Pd',d" ðàçìåðà (; ) õ (d~ ) , êîòîðûå èìåþò ñëå-

Äóþùåå îïðåäåëåíèå:

PIJ = J Î, åñëè InJ:;I!= g, (12)

l1, åñëè InJ= .0.

ËÅÌÌÀ 4. Ïóñòü d < ï/2. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó
Pd = (Pd,o; Pd,l; ...; Pd,d), ïîäó÷åííóþààïèñûâàíèåì.ìàò-

ðèö ïåðåñå÷åíèé ð d,o'; Ð d,l; ...; ð d,d â îäíó äèíèþ (ñ ñî-

áäþäåíèåì íóìåðàöèè ñòðîï). Òîãäà rg (Ð d) = ( ; ) .

ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ñòðo-
êè ìàòðèöû Pd ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ò. å. äëÿ ëþáîé íå-

íóëåâîé ìàòðèöû í Å ì ( 1 õ ( ; ) ) èìååì í ð d :;I!= 0. Äëÿ

Ýòîãî ðàññìîòðèì ïîëèíîì fH = ffiIII=dh1, I&iEIXi. Âûáå-

ðåì 10 òàêîå, ÷òî h1,10 :;I!= 0 è îñóùåñòâèì â ïÎëèíîìå fH
ïîäñòàíîâêó {Õ; ;-+Î 1 I i $ 10}. Ïîñëå ÝòOé ïîäñòàíîâêè

ïîëó÷èòñÿ íåíóëåâîé ïoëèíoì îò ïåðåìåííûõ {Õ; I i Å 10},
òàê êàê ÷ëåí &iEloXi Îñòàëñÿ íåòðîíóòûì. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïîëó÷åííûé ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëèíîì îáðàùàåòñÿ â
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åäèíèöó ïðè íåêîòîðîì ðàñïðåäåëåíèè ïåðåìåííûõ
{Â! I i Å 10}. Ïîëàãàÿ ocTaëüH~e ïîçèöèè ðàâíûìè åäè-
íèöå. ìû íàéäåì â èòîãå â Å Âï, ñîäåðæàùèé íå áîëåå
d íóëåé è òàêîé, ÷òî IH (â) = 1.

Ïóñòü J = {i I Â! = Î}; r J I < d. Òîãäà 1 = IH (â) =
= ffijll=dh1, 1 (~iElB!. Çàìåòèì. ÷òî &!ElB! = plJ. Îòñþäà
ffill1=dh1, lPlJ = 1 è. çíà÷èò. HPd * 0. Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Ñëå ä ñò âè å. v ( d' <0;;- )3 (d"<d') ( rg(Pd"d") >~(;) ).

ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î î÷åâèäíî.
Òåïåðü ìû äoêàæåì. ÷òî Pd', d" = Ad'. d" (ï äëÿ íåêo-

òîðîé ñèììåòðè÷åñêîé áóëåâîé ôóíêöèè I.
ËÅÌÌÀ 5. Ïóñòü d' + d" < ï. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ñèììåòðè÷åñõàÿ ôóíõöèÿ f ò àõàÿ, ÷òî Ad', d" (I) = Pd', d".

ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì èñêoìóþ ôóíêöèþ
I â âèäå

d'+dw
f= ffid==0 ËàÒ n-d. ï.

ãäå ò 8. ï = ffi Ili=8&i;;:lXi -îäíîðîäíûé ñèììåòðè÷åñêèé ïo-
ëèíîì ñòåïåíè S. à Ëà Å F 2 -íåèçâåñòíûå ïîêà êoýôôè-

öèåíòû. Ïóñòü A=Ad',d"(1); III=d';IJI=d"; K=IUJ;
I I d'+d" d'+d"ê = è; òîãäà alJ = ffi8EBn(K) ffid=o AdT n-d. ï (â) = ffid=o .

.Ad ( ffi8EBn(K) Ò n-d. ï (â)). Îáîçíà÷èì ffiSEBn (Ê) ò ï-à, n (â) ÷å-

ðåç q> (ï. d. è); 'Ãîãäà q> (ï. d. è) = ffi8eBn (Ê) ò n-d, n (â) =

=ffif;;;:(n~u)(n~d)(ã äå(:) ðàâíî ïî îïðåäåëåíèþ íó-

ëþ. åñëè ð < q) .Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âèäío. ÷òî

q>(n.u.u)=1; q>(n.d.u)=O. åñëè u>d.
Èñêîìîå óñëîâèå À = Pd'. d" â ñèëó (12) ýêâèâàëåíòíî

ñèñòåìå
d'+d" d'+d"

{ffid=o Adq> (ï, d, è) =Âè, d'+d"}u=max(d', d"),

ãäå á -ñèìâîë Êðîíåêåðà. â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå.
ýòà ñèñÒåìà èìååò òðåóãîëüíûé âèä è. ñòàëî áûòü. ñóùåñò-
âóåò åå ðåøåíèå Ëî. Al. Ad'+d", êîòîðîå è äîñòàâëÿåò
íàì òðåáóåìóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ I. Ëåììà 5

äîêàçàíà.
Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè îöåíèòü Lk (I) äëÿ ê à ê î é-

í è á ó ä ü ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè f .
ËÅÌÌÀ 6. Äëÿ ëþáîãî k ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷åñõàÿ

1
ôóíõöèÿ I ò àõàÿ. 'fmQ L" (I) > "'rOn2 åõð2 (n1/Ir).
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ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. Ïoëoæèì d' = [ï/2 -óï]
è ïðèìåÍèì Ñëåäñòâèå ê ëåììå 4. Ìû íàéäåì d" < d'

1 ( n ) 2ï òàêîå, ÷òî rg(Pd',d"»n ï/2-óï >1Îïà. Íà oñíoâà-

íèè ëåììû 5, äëÿ íåêîòîðîé ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè i
èìååì Ad', d" {i) = Pd', d". Ëåììà 6 äëÿ ýòOé ôóíêöèè i íå-

ïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 3. --
Äîêàæåì, íàêîíåö, íàø îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
ÒÅÎÐÅÌÀ 4. Äëÿ ,/l,þáoeo ôè'.ñèðîâàííîåî k cnpaeea,/l,U8O

Lt' 8) (MAJ (ï» = åõð (Q (n1/Ir+I»,

åäå Lt' 8) îáîçíà÷àåò C,/l,OÆHOCòú pea,/l,èàaöèè cxe.ilta.iltU e,/l,y-

áèHÜZ k â áàçèñå {&, ÅÅÝ}.
ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â 0. Ëþáàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ i (XI' ..., Õï) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå i (XI' ...
..., Õï) = ffi~OAi MAJ (2ï) (XI' ..., õï, 1i, On-i), ãäå Ai Å

Å F2. Îòñþäà âûòåêàåò Lk+I (i) < nLk (MAJ (2ï» äëÿ
ëþáîé ñèììåÒðè÷åñêîé ôóíêöèè i (XI' ..., Õï). Âûáèðàÿ
â êà÷åñòâå i ôóíêöèþ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîé óòâåðæäà-
åòñÿ â ëåììå 6, ìû ïîëó÷èì

1
Lk (MAJ (2ï» > 7îïç åõð2 (nI/k+I). (13)

Èç (13) âûòåêàåò òåîðåìà 4.

3àìå÷àíèå 1. Òàê êàê Vf=Ji = 1 ffi &f=I (ii ffi 1),
òî Lf' 8), v = Q (L~~ 8), ~äe Lt' 8). v -ñëoæÍoñòü ðåàëèçàöèè

ñõåìàìè ãëóáèíû k â áàçèñå {&, Ó, ffi } (ïðè Ýòîì ïoðÿ-
äOê, â êîòîðîì ïðèìåíÿþòñÿ îïåðàöèè, ìîæåò áûòü ëþ-
áûì). Îòñþäà âûòåêàåò àíîíñèðîâàííàÿ â [15] îöåíêà

Lt' 8). v (MAJ (ï» = åõð (Q (nI/2k+2». (14)

(14), â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷åò ïðåäïîëîæåíèå èç ðàáîòû [3]
î òOì, ÷òî íåâåðíî majority ~cp parity (âñå íåîáõîäèìûå
îïðåäåëåíèÿ ñì. òàì æå).

3 à ì å ÷ à í è å 2. Ïîêà ñòàòüÿ íàõîäèëàñü â ïå÷àòè,
àâòîðó ñòàëî èçâåñòíî î íîâûõ ðåçóëüòàòàõ â ÝòOé oáëàñ-
òè [16,17]. Â ÷àñòíîñòè, â [16] Äîêàçàíî îáîáùåíèå òåî-
ðåìû 4 ñ çàìåíîé â íåé ffi íà MOD -q, ãäå q- ñòåïåíü
Ïp~CTOÃO ÷èñëà. Â [17] óïðîùåíû ðàññóæäåíèÿ § 3 è
óñèëåíà îöåíêà òåîðåìû 4.

Ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòèòóò Ïîñòóïèëî
èì. Â. À. Ñòåêëoâà ÀÍ ÑÑÑÐ 29.04.86
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