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,; KOH,òa~òM-âeH,òèëúH,ÛÌè Cxeol1t~u íàçûâàþò ýëåêòðè÷åñêèå ñõå-
ìû, ñîñòàâëåííûå èç çàìûêàþùèõ è ðàçìûêàþùèõ êîíòàêòîâ, à

òàêæå âåíòèëåé (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå êîíòàêòíî-âåíòèëü-
íûå ñõåìû èçâåñòíû ïîä íàçâàíèåì Í,åäåòåðìèÍ,èðîâàÍ,Í,ûõ âåòâÿ-
ùèõñÿ npozpaMJ,1,). ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íà ñåãîäíÿøíèé
äåíü èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàêæå ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ñëó÷àè
ýòèõ ñõåì: âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû è êîíòàêòíûå {íåóïîðÿäî÷åí-
íûå) ñõåìû. Âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû è êîíòàêòíûå ñõåìû â íåêîòî-

ðîì ñòðîãî óòî÷íÿåìîì ñìûñëå (ñì., íàïðèìåð, [1]) ñîîòâåòñòâóþò
äåòåðìèíèðîâàííûì âû÷èñëåíèÿì ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïàìÿòü,
à êîíòàêòíÎ-âåíòèëüíûå ñõåìû -íåäåòåðìèíèðîâàííûì. -Ïîýòî-
ìó êîíòàêòíÎ-âåíòèëüíûå ñõåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïî ñóùåñò-
âó áîëåå ñèëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîäåëü, ÷åì âåòâöùèåñÿ ïðî-

ãðàììû è êîíòàêòíûå ñõåìû.
~ â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû äîêàçûâàåì íåëèíåéíûå íèæíèå îöåí-

êè äëÿ ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ðÿäà ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíê-
öèé ïðîèçâîëüíûìè êîíòàêòíÎ-âåíòèëüíûìè ñõåìàìè. Íà ýòó òå-

ìó ðàíåå áûëè èçâåñòíû ñëåäóþÙÈå ðåçóëüòàòû.
À. À. Ìàðêîâ [2] ïîëíîñòüþ ðåøèë ðàññìàòðèâàåìóþ íàìè

çàäà÷ó â ìîíîòîííîì ñëó÷àå. Èìåííî äëÿ âñåõ ìîíîòîííûõ ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé îí òî÷íî âû÷èñëèë ñëîæíîñòü èõ
ðåàëèçàöèè ìîíîòîííûìè êîíòàêòíî-âåíòèëüíûìè ñõåìàìè. Îíà

îêàçà,'!àñü ðàâíîé k (ï -k + 1) äëÿ ïîðîãîâîé ôóíêöèè T!t, ï.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ îòìåòèì óñòàíîâëåííóþ Î. Á. Ëóïàíîâûì â
1965 ã. âåðõíþþ îöåíêó Î (nS/2) ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ëþáîé
ïîðîãîâîé ôóíêöèè KoHTaKTHo~BeHTÈËÜHÛMÈ ñõåìàìè (íå îáÿçà-

òåë..íî ìîíîòîííûìè).
Îáùèé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà íåëèíåéíûõ íèæíèõ OÖ~HO~cCËO~-

" íîñòè ðåàëèçàöèè, ïðèãîäíûé äëÿ KoHTaKTH~X ñõåì (ä, cë~äoBa-\,ñ!; "
; òåëüíî, äëÿ âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì, òàê êàê ïîñëåäíèå ÿâëßþòñÿ
~i ~ ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîíòàêòíûõ ñõåì) áûë ïðåäëîæåí 9. è: íå÷è-
~~: ïîðóêîì 13]. Ä. Ïóäëàê {1] çàìåòèë; ÷òî ìåòÎÄ Íå÷èïîðóêà ïîç- .

~{,1 BOJlßeT ïîëó÷àòü íåëèíåéíûå (IlO áoëe~ ñëàáûå) íèæíèå îöåíÊÈ
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< ï, 8 Å {Î, 1}). Åñëè i Å F ï, è ü â", 8 Å {0, 1}, òî çàïèñü
~ è Å è è (è) = 8) áóäåò ñîêðàùàòüñÿ äî f (È) = 8. ~

Êàê îáû÷íî, ìû èçìåðÿåì ñëîæíîñòü ñ òî÷íîñòüþ ÄÎ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû. Ýòî ñîãëàøåíèå ïîçâîëÿåò íàì ïðèíÿòü
ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå êîíòàêòíî-âåíòèëüíûõ ñõåì, ýêâèâàëåíÒ-
íîå îáû÷íîìó, íî áîëåå óäîáíîå ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Êîïòàêòïî-âåïòèäúïîé ñõåìîé (èëè neäeòepæènèpoâan1IOé âåò-
âÿùåéñÿ ïðîãðà.ì'æÎé) ñ n ïåðåìåïïûæè íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðêà <G, 8,
t, !1), ãäå G -îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (W, Å) ñ äâóìÿ âûäåëåí-
íûìè âåðøèíàìè 8 è t, à !1 -ôóíêöèÿ, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâè&

êàæäîìó ðåáðó å Å Å æåòêó !1 (å) Å {X~ 11 < i < ï, 8 Å
Å {0, 1} } u {âò,}. Ñõåìà (G, 8, t, !1> ðåàäèàóåò (èëè âû÷èñäÿåò)
áóëåâó ôóíêöèþ {, îïðåäåëåííóþ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ è Å
Å âï ïîëàãàåì f (è) = 1, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò îðèåí-

òèðîâàííûé ïóòü ålå2 ...el èç 8 â t òàêîé, ÷òî è Å n {!1 (å;) 11 <
< j < l}. Ðààæåðîæ ñõåìû (G",8, t, !1> íàçûâàåòñÿ ÷èñëî òåõ ðå-
áåð å Å Å, ìåòêè êîòîðûõ îòëè÷íû îò âï. Ñîîòâåòñòâóþùóþ ìå-
ðó ñëîæíîñòè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç RS è).

ï ð è ì å ð 1. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ðåáðà â Å ñóùåñòâóåò ðåá-
ðî ñ òîé æå ìåòêîé è ñîåäèíÿþùåå òå æå ïàðû âåðøèí, HO~ÏpOTÈ-
âîïîëîæíî îðèåíòèðîâàííîå. Òîãäà ìû ìîæåì ñòåðåòü îðèåíòà-
öèþ âñåõ ðåáåð è ïîëó÷èòü îïðåäåëåíèå íåóïîðÿäî÷åííîé êîí-
òàêòïîé ñõåæû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåðà ñëîæíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç s è); ìû òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâèëè, ÷òî s è) > Q (RS è».

ï ð è ì å ð 2 [11. Ðàññìîòðèì òåïåðü â íåêîòîðîì ñìûñëå
ïðîòèâîïîëîæíîå oãpaHÈ×eHÈe,,~ ñîñòîÿùåå â òðåáîâàíèè àöèêëè÷-
íîñòè ãðàôà G. Ìû ïîëó÷èì îïðåäåëåíèå óïîðÿäî÷åïïîé êîïòàêò-
1IOU ñõåæû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåðà ñëîæíîñòè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç,
DS (i) 1); òàêèì îáðàçîì, DS è) > Q (RS è».

ï ð è ì å ð 3. Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷àñòíûé ñëó÷àé óïîðÿäî-
÷åííûõ êîíòàêòíûõ ñõåì, íàëîæèâ íà íèõ ñëåäóþùåå äîïîëíè-
òåëüíîå îãðàíè÷åíèå. È3 BCßRoé âåðøèíû w Å w âûõîäèò ëèáî Î,
ëèáî 2 ðåáðà, ïðè÷åì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èõ ìåòêè èìåþò âèä

)("IJ è X~ (â ÷àñòíîñòè, íå ñóùåñòâóåò ðåáåð ñ ìåòêîé âï). Ìû ïî-

ëó÷èì îïðåäåëåíèå âåòâÿùåéñÿ ïpoãpa.ì'æÜ~ (îáîçíà÷åíèå ìåðû .
ñëîæíîñòè -ÂÐ è». Òàêèì îáðàçîì, ÂÐ è) > Q (DS è»,
(> Q (RS è»).

Çàôèêñèðóåì òåïåðü äâà ïðîèçâîëüíûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä-
ìíîæåñòâà È, v ü âï. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ff ñåìåéñòâî âñåõ ìîíî-
òîííûõ ôóíêöèîíàëîâ F: gu (È) -')- {0, 1}, íå ðàâíûõ òîæäåñòâåí-
íî êîíñòàíòå. Äëÿ 1 < i < ï, 8 Å {0,1}, À ~ è ïîëàãàåì

ái, å (À) ~ { (F, V) Å ff õ v I v i = 8, F (À) = 1, F (À ïX~) = 0}.

(1}

1) â îïðåäåëåíèè Ïóäëàêà [1] ðàçìåð óïîðÿäî÷åííîé êîíòàêòíîé ñõåìû
îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì âñåõ ðåáåð â rpaôe G, â òîì ÷èñëå è ðåáåð ñ òðèâèàëü-
HO~ ìåòêîé âï. Âñå íàøè ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ â ñèëå äëÿ ìîäèôèöèðîâàí-
íîè â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìåðû DS.

St



Ïóñòü, äàëåå,
11 ""' {ái,2 (À) 11 < i < ï, 8 Å {Î, 1}, À ~ è}.

Ìû áóäåì ãoâoðèòü îá ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà.:!! õ V êàê î òî÷-
ïàõ, à îá ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà 11 -êàê î ïîïðûâàþùèõ Æ1Þæåñò-
â àõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç" (è, V) íàèìåíüøåå ÷èñëî ìíîæåñòâ, ïo-
êðûâàþùèõ âñå òî÷êè èç :f õ V. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ
ïåðåíîñîì ðåçóëüòàòîâ èç § 4 ðàáîòû [12] íà ñëó÷àé êoíòàêòío-
âåíòèëüíûõ ñõåì.

ÒÅÎÐÅÌÀ 1. Ïóñòü è, V ~ âï; è n V = 0. Òîãäà" (è,
Ó) =min{RS(I) IIEFn' I(U) =O,I(V) = 1}.

ä î ê à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. à) Ïóñòü (G, S, t, ft) -êoíòàêòío-
âåíòèëüíàÿ ñõåìà, âû÷èñëÿþùàÿ íåêoòoðóþ ôóíêöèþ I òàêóþ,
÷òî I (è) = Î, I (V) = 1, ïðè÷åì ðàçìåð ñõåìû (G, Â, t, ft) ðàâåí
RS (ï. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû Ø ãðàôà G = (W, Å) ÷åðåç I.w oáo-
çíà÷èì ôóíêöèþ, ðåàëèçóåìóþ ñõåìîé (G, Â, Ø, ft). Î÷åâèäíî,
I.. = 1 è I.t = I. Äëÿ âñÿêîãî ðåáðà å = (Ø, Ø') ñ ìåòêîé It (å) =
= Xf ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî á (å) ~ ái,2 ( è n I.-~ (1».
Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî RS (!) ìíîæåñòâ {á (å) I ft (å) ~ âï} Ïoêðûâà-
þò âñå òî÷êè èç :f õ V.

â ñàìîì äåëå, ïóñòü (F, è) -ÏðoÈ3110ËÜÍàÿ òî÷êà. Ðàññìîòðèì
íåêîòîðûé ïóòü s = Øà, Wl, ., ., WI = t, ñîîòâåòñòâóþùèé âû-
÷èñëåíèþ I.t (è) = 1. Òàê êàê F íå ðàâåí òoæäåñòâåíío ÊOÍñòàí-
òå, òî F (è) = 1, F (0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò i (0 <
< j < l -1) òàêîå, ÷òî

F(a n I.~j (1» = 1, (2)

F ( è n I;~i+l (1») = 0. (3)

Çàìåòèì, ÷òî ft «Wj, W}j-U) ~ âï, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
áûëî áû l.w;+l > I.wj è, â ñèëó ìîíîòîííîñòè, F [è n 1.-w~+l (1)] >

> F [è n r;~ (1)] âîïðåêè (2), (3). Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî á «Wj,
j

Wi+U) ïîêðûâàåò (F, è).
â ñàìîì äåëå, ïóñòü ft «Wj, Ø!+è) =, X~, À = è n I~j (1).

Ïî îïðåäåëåíèþ ïóòè Øà, Wl, ..., WI, è' == 8, ÷òî äîêàçûâàåò
ïåðâîå óñëîâèå â (1). Ôîðìóëà (2) â òî÷íîñòè îçíà÷àåò âòîðîå óñ-

-1ëîâèå â (1). Íàêîíåö, À n õ\' ~ è n!iWj+l (1), ïîýòîìó ïoñëåä-
íåå óñëîâèå â (1) âûòåêàåò èç (3) è ìîíîòîííîñòè ôóíêöèoíàëà F.

á) Ïóñòü òåïåðü 110 ~ 11 ïîêðûâàåò âñå òî÷êè èç :f õ V;
I 110 1 = " ( è, V). Ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ êoíòàêòíî-âåíòèëüíóþ
ñõåìó (G, Â, t, ft). â êà÷åñòâå G âîçüìåì ãðàô ñ ìíîæåñòâîì âåð-
øèí :!ð (è) è ñëåäóþùèì ìíîæåñòâîì ðåáåð. Äëÿ êàæäîé ïàðû
À, â (À ~ â ~ è) ââåäåì ðåáðî (À, â) ñ ìåòêîé âï. Äëÿ êàæ-
äoão ýëåìåíòà ái, .(À) Å 110 ââåäåì ðåáðî (À, À n Xf) ñ ìåòêîé
X~. Ïîëîæèì Â""' è, t ~ 0. Ëåãêo âèäåòü (ñð. ñ äoêàçàòåëüñò,-
âîì òåîðåìû 2.6 â [121), ÷òî ýòà: cxeMaiRMeeT ðàçìåð I 110 I =
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~ 't (È, Ó) è ðåàëèçóåò áóëåâó ôóíêöèþ f òàêóþ, ÷òî t (È) =;;I),
t (Ó) = 1. .

3 à ì å ÷ à í è å 1. Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ïîâåäåíèÿ âåëè-
÷èíû 't (È, Ó) ñôîðìóëèðóåì åùå îäíî åå ñâîéñòâî.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1. Ñóùåñòâóåò eepofl,mltocmltoe ðàñïðåäå-
äåïèå ïà L\, oòïîñèòåäüïî 1WmopOeo ïàæäàÿ òî÷ïà ïîïðûâàåòñÿ
ñ âåðîÿòïîñòüþ > Q (1/ï).

Ýòî ïðåäëîæåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 3.1 èç ðàá0-
'rbl [12) è íå èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì" ïîýòîìó ìû îïóñêàåì
åãî äîêàçàòåëüñòâî. II

È3 ïðåäëîæåíèÿ 1, â ÷àñòíîñòè, BblTeRaeT, ÷òî ïðÿìûå âåðîÿò-
íîñòíûå ìåòîäû íåïðèãîäíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåëèíåéíûõ íèæíèõ
îöåíîê äëÿ âåëè÷èíû 't' ( È, Ó).

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îáùåïðèíÿòûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííû&
îáîçíà÷åíèÿ: [ï] ;::': {1, 2, ..., ï., [À]8 ~ {â Å :Ji> (À) II â I =
= s}. Ýëåìåíòû [À]8 òàêæå íàçûâàþòñÿ â-ïîäìïîæåñòâàæè. {{ï]]8-
ñîêðàùàåòñÿ ÄÎ [ï]~ .â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî îòîæäåñòâ-
ëÿòü âï ñ :Ji> ({ï]).

×åðåç t (õ, ó) îáîçíà÷àåòñÿ «ôóïïöèÿ áàøïè» äâóõ íàòóðàëü,.
íûõ àðãóìåíòîâ õ è ó" îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùåé ðåêóðñèåé:

t (Î, ó) ~ ó,

t (õ + 1, ó) :;:::: 2t(X. ó).

Ïîëîæèì log* n ~ øàõ {õ I t (õ, 1) < ï}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç i' (õ)
ïåðàöèþ ôóíêöèè t (õ, 1):

t'(0}~1;

t' (õ + 1) ~ t (t' (õ), 1).

Ôóíêöèÿ log** ï îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: log** ï "'*
~ øàõ {õ I t' (õ) < ï}.

ÎÑÍÎÂÍÀß ËÅÌÌÀ. Ñóùåñòâóåò 8 > 0 ma1We, ÷òî ïðè äþ-
áûõ ï, Q, d, â, ääÿ ïoòopü~x âûïîäïÿþòñÿ óñäîâèÿ

H.O.R.(1,...,q)ld,
}dq2/e < â < 8 (log* n)1/2, (4)

ñïðàâåääèâà îöåïïà 't ([n]8-d, [ï]8) > Q (ï log Q).
Äîêàçàòåëüñòâó Îñíîâíîé ëåììû ïîñâÿùåí âåñü ñëåäóþùèé

ïóíêò. Ñåé÷àñ æå ìû ïðèâåäåì îäèí ïðèìåð, äåìîíñòðèðóþùèé
âàæíîñòü ïåðâîãî óñëîâèÿ â (4).

Ï ð è ì å ð 4. Ïóñòü d íå÷åòíî, òàê ÷òî ïåðâîå óñëîâèå â (4)

çàâåäîìî íåâûïîëíåíî (ïðè Q > 3). Òîãäà [n]8-d è [ï]8 îòäåëÿþòñÿ
ôóíêöèåé Õl ffi ...EEJ Õï ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2. Ýòà ôóíêöèÿ
âû÷èñëÿåòñÿ î÷åâèäíîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé ðàçìåðà î (ï).
Ïîýòîìó â ñèëó òåîðåìû 1 't ([nr-d, [ï]8) < î (ï). Âûïèøåì ñîîò-
âåòñòâóþùåå ïîêðûòèå â ÿâíîì âèäå. Îíî ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåí-
òîâ âèäà ái,8 (Ai. ,,), ãäå i ~ {ï]; 8, v Å {0, 1} è Ai. " ~ {è Å
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Å {n)8-d I I è n Ii -11 I = v (mod 2)}. Ìû åùå âåðíåìñÿ í ÝÒO-
ìó Ïðèìåðó â ñëåäóþùåì ÏóÍíòå.

Òåîðåìà 1 è Îñíîâíàÿ ëåììà Ï03âoëÿþò äoíàçàòü íåëèíåéíûå
ÍÈÆíèå oöåííè äëÿ ñëîæíÎñòè ðåàëèçàöèè íoíòàíòío-âåíòèëü-
íûìè ñõåìàìè ìíoãèõ ñèììåòðè÷åñíèõ áóëåâûõ ôóííöèé. Ìû ðàñ-
åìoòðèì â íà÷åñòâå ïðèìåðîâ ñëåäóþùèå íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþ-
Ùèåñÿ â ëèòåðàòóðå ôóííöèè Ek, ï, Tk, ï, MAJORITY nt MODk, n
{k < ï):

Ek, n (è) = 1 # I è I = k,

Tk, n (è) = 1 # I è 1 > k, "','~~"'~,

.i.ui/ii;i"u
ÌÀJORIÒÓ n ~ ò ï/2, ï,

MODk, n (è) = 1 # k I I è '.

ÒÅÎÐÅÌÀ 2. Ïóñòü í îáîâíà÷àåò .I1,þáyþ èâ òðåõ ÔYH~Öèé
Å, Ò, MOD. Òîãäà RS (Hk, ï) > .Q «ï -k).loglog min (k, log*n».
Å ÷àñòíîñòè, RS (MAJORITY ï) > .Q (n.log log log* ï).

ä î í à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè ï- k < nl/2 äoíàçûâàåìàÿ
'0 öåííà ñòàíoâèòñÿ òðèâèàëüíîé, ÏÎÝÒÎÌó ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
n -k > nl!2 è, ñëåäîâàòåëüíî, log* (ï -k) > .Q (log* ï). Ïo-
ëîæèì s ~ min (k, å (log* (ï -k»l!2) (å -íoíñòààòà È3 Îñíîâíîé

ëåììû). Âûáåðåì q òàí, ÷òîáû q! .q2/e < s è q > .Q (log s/log log â)
è ïîëîæèì d ~ q!. Ïîäñòàâèâ â Hk, n âìåñòî k- â ïåðåìåííûõ .

åäèíèöû, ìû ïîëó÷èì (ñèììåòðè÷åñíóþ) áóëåâó ôóííöèþ f
îò ï -k + .S' ïåðåìåííûõ òàíóÞ, ÷òî f ([ï --'- k + B]S-d) = Î,
f ({ï -k + s]S) = 1. Ïðèìåíèâ òåîðåìó 1 è Îñíîâíóþ ëåììó,
ìû, ñ ó÷åòîì îòìå÷åííîãî âûùå ôàíòà log* (ï -k» .Q (log* ï),
äoíàæåì èñíoìóþ oöåííó äëÿ f. Îäíàío RS (Hk, ï) > RS (ï,
òàí íàí f ïîëó÷åíà È3 Hk, n ïoäñòàíoâíoé íoíñòàíò âìåñòî íåíoòo-

ðûõ ïåðåìåííûõ. .
3 à ì å ÷ à í è å 2. Ââèäó îòìå÷åííûõ âûùå ïðÈìåðoâ 1-3

òå æå oöåííè ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîé È3 òðåõ ñëîæíîñòíûõ ìåð

.8, DS, ÅÐ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íoíòàíòíûõ ñõåì ìû èìååì s (ÌÀ-
JORITY ï) > .Q (n.log log log* ï), ÷òî ÿâëÿåòñÿ óñèëåíèåì ðå-

~yËÜTaTa Ãðèí÷óíà s (MAJORITY ï) > .Q (n.log** ï) È3 {11].
ñ ë å ä ñ ò â è å. Ïóñòü k (ï) < ï/2 -ïpoèBâo.l1,bHàÿ ôyH~Öèÿ

:ö í -.I1,þáàÿ èâ òðåõ áy.l1,eâûx ôyH~Öèé Å, Ò, MOD. RS (Hk(n), ï)
.ltUHeUHa ïî ï òîãäà è mo.11,b~O òîãäà, ïîãäà k (ï) < î (1).

ä î í à 3 à ò å ë ü ñ ò â î. ×àñòü «òîëüíî òîãäà» âûòåíàåò È3
-reopeMbl 2. Åñëè æå k (ï) < î (1), òî ìîæíî ñ÷èòàòü k (ï) = k
{ =const) è â ÝÒÎÌ ñëó÷àå Hk, ï ÂÛ×èñëÿåòñÿ î÷åâèäíîé âåòâÿùåéñÿ

ïðîãðàììîé ëèíåéíîãî ïî ï ðàçìåðà. II
3 à ì å ÷ à í è å 3. Ëåãío âèäåòü, ÷òî âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû

ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íå òîëüíî óïîðÿäî÷åííûõ íoíòàíòíûõ
åõåì (íàí ìû óæå óáåäèëèñü â ïðèìåðå 3), íî è íåóïîðÿäî÷åííûõ.

Ïîýòîìó ñôîðìóëèðîâàííîå ñëåäñòâèå òàí æå, íàí è òåîðåìà 2,
.îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðè çàìåíå RS íà ëþáóþ È3 òðåõ ìåð ÅÐ ,
S, DS. Ñëåäóåò, âïðî÷åì, Îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ìåð ÅÐ è s ÝÒÎÒ ðå-
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Çóëüòàò âûòåêàåò óæå ÈÇ êëàññèôèêàöèè ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíê-
öèé, èìåþùèõ íåëèíåéíóþ ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè êîíòàêòíûìè
íåóïîðÿäî÷åííûìè ñõåìàìè, äàííîé Ãðèí÷óêîì [11].

2. Íèæíèå îöåíêè äëÿ ÷èñëà IIOKpûBaþùèx ìíîæåñòâ. Ýòîò
ïóíêò öåëèêîì ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó Îñíîâíîé ëåììû. Ïóñòü
ï, q, d, 8 âûáðàíû òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4). Ïîëîæèì
è ~ [n]s-d, v = [ï]8.

Ñðåäè ñîâåðøåííî HeoáoçpèMQÃO ìíîæåñòâà òî÷åê .f õ v ìû
âûäåëèì 'íåêîòîðîå ðàçóìíîå ïîäìíîæåñòâî è ïîêàæåì, ÷òî äàæå
äëÿ ïîêðûòèÿ ýòîãî ïîäìíîæåñòâà òðåáóåòñÿ Q (ï log q) ïîêðû-
âàþùèõ ìíîæåñòâ. Äëÿ ýòîãî äëÿ êàæäîãî v Å v ïîëîæèì

Ñ" ~ {Õ: V- {0, 1, 2, 3 ~ I I õ-1 (1) I = 1 õ-1 (2) I =

= I õ-1 (3) I = d}

è äëÿ Õ Å Ñ v o~o3Ha÷èM

supp (Õ) ~ {V -õ-1 (1), v -õ-1 (2), v -õ-1 (3) };

supp (õ) ~ è
.

Äàëåå, äëÿ Õ Å ÑÎ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùèé íåòðèâè-
àëüíû:é ìîíîòîííûé ôóíêöèîíàë FI1, ,,: [J> (è) -{0, 1 }:

FI1, õ (À) = 1 # I À 11 supp (Õ) I > 2.

Ìû ñîáèðàåìñÿ äîêàçàòü, ÷òî åñëè Äî ~ ä ïîêðûâàåò âñå òî÷-
êè âèäà (FI1, ", V), òî I Äî I > Q {ï log q). Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëü-
íîå Äî, ïîêðûâàþùåå âñå òî÷êè ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî åñëè ái. å (À) ïîêðûâàåò òî÷êó (FI1, Õ' V), òî 8 = 1,
i Å V, Õ (i) * 0 è ðîâíî îäèí èç öâóõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
supp (Õ), îòëè÷íûõ îò v -õ-1 (Õ (i», ïðèíàäëåæèò À. â ÷àñòíîñòè,
ìîæíî cqèTaTÜt ÷òî Äî ñîäåðæèò ëèøü ìíîæåñòâà âèäà ái,1 (À).

È3ËÎÆÈÌ òåïåðü îáùóþ ñòðàòåãèþ äîêàçàòåëüñòâà. Âåðíåìñÿ
äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ê ïðèìåðó 4.

Ï ð è ì å ð 4 (ïðîäîëæåíèå). Òî æå ñàìîå ñåìåéñòâî ïîêðû-
âàþùèõ ìíîæåñòâ {ái, å (Ai, ,,) I i Å [ï]; 8, v Å {0, 1}} ìîæåò áûòü
ðàññìîòðåíî è ïðè ÷åòíûõ d. Îäíàêî íà ýòîò ðàç ñóùåñòâóþò TOq-
êè âèäà (Ðî, ", V), íå ïîêðûòûå ýòèì ñåìåéñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî,
âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå v Å [ï]8. Âûáåðåì ôóíêöèþ Õ Å ÑÎ òàê,
÷òî îíà ïðèíèìàåò íåòðèâèàëüíûå çíà÷åíèÿ 1, 2, 3 â ñëåäóþùåì
ïîðÿäêå (V ÷èòàåòñÿ ñëåâà íàïðàâî): ...1 ...1 ...3 ...3 ...
...2...2...1...1...3...3...2...2... Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî (Ð î, ", V) íå ïîêðûâàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìîé.
Àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ âîçìîæíà è äëÿ ëþáîãî qo òàêîãî, ÷òî
,qo I d (ðàññìîòðåííûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò qo = 2).

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåæäå âñåãî,- èñ-
ïîëüçóÿ ðàìñååâñêèå àðãóìåíòû, ìû íàéäåì (28 + 1)-ïîäìíîæåñò-
âî â [ï], âíóòðè êîòîðîãî ñèñòåìà ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ Äî
âåäåò ñåáÿ äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûì îáðàçîì. Ïîñëå ýòîãî ìû äîêà-
æåì, ÷òî, åñëè áû äo ñîäåðæàëà ìåíåå Q (ï log q) ýëåìåíòîâ, òî
:õîòÿ áû äëÿ îäíîãî qo Å [q] èçëîæåííóþ âûøå â ïðèìåðå 4 êîí-
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ñòðóêöèþ MO,I;ÈO áûëî áû èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ òî÷êè,
íå ïîêðûòîé ñèñòåìîé Äî. .

ø à ã 1. Ðåäóöèðóåì íàøó çàäà÷ó ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî,
÷òî õîòÿ áû ääÿ îäíîãî i ñåìåéñòâî Äî ñîäåðæèò Q (log q) ýëåìåí-
òîâ âèäà á,.1 (À). â ñàìîì äåëå, åñëè t, -÷èñëî ìíîæåñòâ âèäà

6;, 1 (À) â Äî, òî ~:1 t; = I Äî I è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò > ï/2 èí-
äåêñîâ i, äëÿ êîòîðûõ ti < 2 I Äî I/n. Óäàëÿÿ èç [ï] âñå îñòàëü-
íûå èíäåêñû, ìû ìÎæåì ïðåäïîëàãàòü ñ ñàìîãî íà÷àëà, ÷òî Âìåñ-
òî I Äî I > Q (ï log q) òðåáóåòñÿ äîêàçàòü áîëåå ñëàáûé ôàêò

øax;~1 ti > Q (log q).
Ïðåæäå ÷åì äâèãàòüñÿ äàëüøå, íàïîìèèì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ

èç òåîðèè Ðàìñåÿ (ñì., íàïðèìåð, [13]). Íëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà
Ðàìñåÿ óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ k, I, ã ñóùåñòâóåò n òàêîå.
÷òî åñëè âñå k-ïoäìHOÆecTBa â !ï] ðàñêðàøåíû â ã öâåòîâ, òî íåêî-
òîðîå I-ïoäMHOÆecTBO èç [ï] èìååò âñå k-ïoäMHOÆecTBa îäíîãî
öâåòà. Íàèìåíüøåå òàêîå n îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R (k, I, ã) è íààû-
âàåòñÿ ("äàññè÷åñ"èì) ÷èñäîì Ðàìñåÿ. Ñëåäóþùóþ (ðåêóðñèâíóþ)
âåðõíþþ îöåíêó äëÿ R (k, I, ') ìîæíî íàéòè â [13, ñ. 7-91:

R (1, I, ') < Ir + 1 -"

\lR(k",,)-1 (i-Tl )R (k + 1, I, ') < 2rc, ãäå ñ = L..;;~k-1 k- 1 .

Îòñþäà âûòåêàåò (÷ðåçâû÷àéíî ãðóáàÿ') âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ
R (k, I, ') â òåðìèíàõ ââåäåèíîé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ôóíê-

I\HB áàøíè:

R(k,l,r)<t(O(k),lr). (5)

Äâóäîëüíûé âàðèàíò òåîðåìû Ðàìñåÿ !13, ñ. 97] óòâåðæäàåò.
~o åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêÎ ïî ñðàâíåíèþ ñ k" k" I, r è [n]k, õ
õ [n]k, ðàñêðàøåíî â r öâåòîâ, òî ñóùåñòâóþò äâà I-ïoäMHOÆecò-

âà II' I, ~ [ï] òàêèå, ÷òî UJk, õ U,]k, ìîíîõðîìàòè÷èî. Îáîàíà-
÷èì ÷åðåç R (k" k" I, ') ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî Ðàìñåÿ. Ïðèâå-
äåííîå â [13] äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ×èñåë R (k" k" I, ')
äàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó:

R(k1,k"l,r)<R(k"I, 'Ñ), räe c=(R~I,I,r)),

ÎÒÊóäà ñ ó÷åòîì (5) ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íàÿ (5) îöåíêà äëÿ äâó-

äîëüíûõ ÷èñåë Ðàìñåÿ:

R(k"k"I,r)<t(O(kl+k,),lr). (6)
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó Îñíîâíîé ëåììû. Ïîëîæèè

n:""s,

in;+I""R(i,s-d-1-i,nj,q-:1) (O<i<s-d-1), ï'",,2ï,-" + 1, (7)

n.~R(s,n',s(.'».
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Òàê êàê â ñèëó (4)q < Â, ÒÎ, ïðèìåíÿÿ îöåíÊè (5, ,6), ìû âèäèì,
÷òî ï" < t (Î (â2), 1). Èòàê, åñëè êîíñòàíòà â â ôîðìóëèðîâêå
Îñíîâíîé ëåììû äîñòàòî÷íî ìàëà, òî

ï" < ï. (8)

ø à ã 2. Äëÿ êàæäîãî è Å v ìíîæåñòâî Ñ v ïîêðàøåíî â Â
öâåòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, äëÿ êàêîãî èìåííî i Å è â Ào ñóùåñò-

âóåò ìíÎæåñòâî âèäà fIi, i(A), ïîêðûâàþùåå äàíÍóþ òî÷êó (Fv, Õ' è),
õ Å Cv. Ëèíåéíàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü âñåõ è ïîçâîëÿåò ðàññìàòðè-
âàòü òàêèå ðàñêðàñêè «ÎÄÍÎðÎÄÍÛÌ» ïî è îáðàçîì. Øàã 2 ñîñòîèò

n âûáîðå ï'-ïîäìíîæåñòâà, äëÿ êîòîðîãî ðàñêðàñêè, àññîöèèðî-
âàííûå ñî âñåìè è, ëåæàùèìè âíóòðè ýòîãî ïîäìíîæåñòâà, ñîâïà-

äàþò.
IÁoëee ôîðìàëüíî, îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ðàñêðàñêó v â < â(48)

öâåòîâ. Ïðåæäå âñåãî ïîëîæèì

c~{x: [8]-+{0, 1, 2,3~ Ilx-1(1) '=

= t~-l (2) I = I õ-1 (3) j ==;d}

è äëÿ êàæäûõ è = {il' ..., i8~ Å v (i1 < ...< i8) è Õ"Å ñ

îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì ôóíêöèþ õ Å Cv:

õ (i v ~ õ" (ï (1 < j < 8). (9)

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òî÷êà (F", õ, è) ïÎêðûâàåòñÿ íåêÎòîðûì fIij' I (À)
ñ 1 < j < 8. Ñòàâÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíòó õ" Å ñ íàéäåííîå òà-

êèè îáðàçîì I Å [8], ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå, àññîöèèðîâàííÎå
~ è, îòîáðàæåíèå Ñ-+ [8]. ×èñëî òàêèõ îòîáðàæåíèé ðàâíÎ 81CI <

8
< 8(4 ) , è ìû ðàñêðàøèâàåì è â ñîîòâåòñòâèè ñ àñÜîöèèðîâàííûì

ÎÑ íèì îòîáðàæåíèåì. â ñèëó (8), (7) ñóùåñòâóåò ï'-ïîäìíîæåñòâî
{il' i2, ., ., i2n8-dI-J, ìîíîõðîìàòè÷íîå îÒíîñèòåëüíî ýòîé ðàñ-

êðàñêè.
Ïîëîæèì
.-"'" .
lmed ..,,-- ln8-d+l.

Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

timed ~ log2 q .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.
Ïóñòü fIimed'l (Aj, fIimed.l (À2), ...,fIimed'l (Ah) (h<log2q)-

ïîëíûé ñïèñîê ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ èç Ào âèäà fIimed'l (À).

Ïóñòü ~ -îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà è, îïðåäåëåííîå ñèñ-
òåèîé ìíîæåñòâ {Al' À2,. ..., Ah}. ~ ñîäåðæèò íå áîëåå 2h <
< Q -1 êëàññîâ. Ðîëü îòíîøåíèÿ ~ ÑÎÑÒÎÈÒ â òÎÌ, ÷òî åÜëè
òî÷êà (F v, õ, è) ïîêðûâàåòñÿ íåêîòîðûì fIimed' I (À;), òî À; ðàçäå-
ëÿåò òå äâà ýëåìåíòà èç supp (õ), êîòîðûå îòëè÷íû. îÒ è -

-õ-1 (õ (imed» è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ýëåìåíòû ïðèíàäëåæàò ðàçíûì
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êëàññàì îòíîøåíèÿ ;::::;, Ýòîãî ñâîéñòâà îòíîøåíèÿ;::::; íàì áóäåò
äîñòàòî÷íî äëÿ âûâîäà ÏðÎòèâîðå÷èÿ,

ø à ã 3, Ìíîæåñòâî u ðàñêðàøåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ îòíîøå-
íèåì ;::::;, Ìû õîòèì âûáðàòü â óæå ïîñòðîåííîì ìíîæåñòâå {i1,
i2, ' ., , i2ns-d+U äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÎÄÍÎðîäíîå OTHocèTeëüH~

ýòîé ðàñêðàñêè ïîäìíîæåñòâî, Ïðè ýòîì íàñ èíòåðåñóþò òîëüKo.
òå è Å è, êîòîðûå ñîäåðæàò imed. Ýòà çàäà÷à çàâåäîìî íåâûïîë-
íèìà â ïîëíîì îáúåìå, òàê êàê êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà è,

ñîäåðæàùåãî imed, ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ìîùíîñòüþ ÷àñòè è, ëå-
æàùåé ëåâåå imed (êàê, ñêàæåì, â ïðèìåðå 4). Îäíàêî ÄÂóäÎëüíàÿ
òåîðåìà Ðàìñåÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ýòî åäèíñòâåííîå.
ïðåïÿòñòâèå ê îñóùåñòâëåíèþ íàøåãî ïëàíà è ìû ìîæåì äîáèòüñÿ
~oão, ÷òî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà è áóäåò çàâèñåòü òoëú~~
îò ýòîé ìîùíîñòè.

Áîëåå òî÷íî, îòíîøåíèå;::::; äëÿ êàæäîãî j (Î < j < 8 -d- 1)

ÈÍÄóöèðóåò ðàñêðàñêó ìíîæåñòâà [ { i1, i2, .., , ina-d }]1 õ
õ [{i"s-d+2, .." i2ns-d+U1'-d-l-j â < (q -1) öâåòîâ, ïðè êîòî-

u ( , " ) ( , [{ ' , , }] j ðîè öâåò ïàðû ïîäìíîæåñòâ è, è è Å ÷, Z2, ' ." Zns-d !
, , = [{ , ,

}] s-d-l-; )è = Zns-d+2, .., , Z2ns-d+l îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì ýêâè-

âàëåíòíîñòè ýëåìåíòà è' u {imed} u è". ÏpÈÌ~HÈB 8- d ðàç äâó-
äîëüíûé âàðèàíò òåîðåìû Ðàìñåÿ, ìû ñ ó÷åòîì (7) îòûùåì â èòîã&

, , ,
(28 + 1)-ïîäìíîæåñòâî {il' i2, ., ., i2s+1} ~ {i1' i2, ' ." i211S-d+l}f

îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè òðåìÿ ñâÎéñòâàìè:
à) ñóùåñòâóåò ÔYH~Öèÿ j: Ñ-+ [8], õ íî- j (õ) òa~àÿ, ÷òà* * " , * .

ä.4,ß ëþáûõ è = { i1, .., , ia} ~ { il, i2, .., , i2a+J (il < ...< ii)

è õ Å ñ òo÷~a (Fv, %, è) (ãäå õ Å Ñ v îïðåäåëåíà ïîñðåäñòâîì (9»

ïo~pûâaeòcÿ îäíèì èâ ìíîæåñòâ âèäà 6,* -(À) Å Àî;
t'-(1()' 1

6) i:+1 = imed;

â) äëÿ ëþáîãî j (0 < j < s -d -1) âñå è Å u òa~èe, 'tmQ
.* " , ...

è = {i1, , , " ia-d} ~ {il, i2, .." i2s+J (il < ' ., < ia-d) è ij+l =

= imed, ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ls;JZaccy ý~âèâàëeHòHOC-

ò è îòíîøåíèÿ ;::::;, ~oòopûé MbZ îáîâíà÷èì ÷åðåâ Rj.

Ôóíêöèÿ j è ñèñòåìà êëàññîâ {Rj} îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ïî-
êðûòèÿ Àî ïî îòíîøåíèþ ê òî÷êàì (Fv,1(, è), ñîäåðæàùèìñÿ â, , ,
{il, i2, , , " i2a+J, Âîîáùå ãîâîðÿ, ìû íè÷åãî íå çíàåì ïðî j è

{Rj}, Ñåé÷àñ ìû, îäíàêî, ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî âûáîðà j è
{Rj} ñóùåñòâóåò .qo Å [q] è òî÷êà ðàññìîòðåííîãî â ïðèìåðå 4 âè-
äà, íå ïîêðûòàÿ ñèñòåìîé Àî, Òåì ñàìûì áóäåò' ïîëó÷åíî èñêîìîå
ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì timed < log2 q,

Åñëè êîíñòàíòà å â ôîðìóëèðîâêå Îñíîâíîé ëåììû äîñòàòî÷íî
ìàëà, òî íà èíòåðâàëå (1, , .., 8) ìîæíî âûäåëèòü dq nOnapHQ

íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ J1, ' ." Jdq (çàíóìåðîâàííûõ ñëå- I
âà íàïðàâî) òàê, ÷òî I Jk I = q (1 < k < dq), ðàññòîÿíèå ìåæäó j' äâóìÿ ñîñåäíèìè ÈHTepBaëa~è áîëüøå q, à ðàññòîÿíèå ìåæäó J dq

è 8 áîëüøå q + d + 1, Äëÿ êàæäîãî k (1 < k < dq) ñðåäè q
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IIËaccoB ýêâèâàëåíòíîñòè {R; I i Å J,,} åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâà
~oBÏaäaþùèx (òàê êàê îáùåå ÷èÑËÎ êëàññOÂ ýêâèâàëåíòíîñòè íå
ïðåâoñõoäèò q -1). Ïóñòü RJ.(,,) = RJ.("), ãäå j, (k) < i, k);
j, (k), i, (k) Å J". Ïîëîæèì q (k) ""' i, (k) -j, (k). Îòìåòèì, ÷òÎ

1 < q (k) < q -1.Ñðåäè {Q (k) 11 < k < dQ) èìååòñß ïî êðàéíåé ìåðå d oäÿíà-
êoâûõ ýíà÷åíèé. Ïóñòü, íàïðèìåð, çíà÷åíèå Qo (1 < Qo , q -1)
âñòðå÷àåòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå d ðàç, à èìåííî q (k,) = q (k,) = ...
...= q (k.) = Qo (k, < k, < ...< k.). Îòìåòèì, ÷òî ïî 110-

ñòðoåíèþ
j,(kJ-j,(k1-J>q>Qo (2<I<d), } (10)

.-j,(k.»Qo+d+1.
Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Õî Å Ñ, îáëàäàþùàÿ
ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîéñòâàìè:ã) ä"" "þáoão i Å [.], åñ"è Õî (i) Å {1, 2} è {1, 2, 3} = {Õî È),
Ë, ,,'}, òî 1{1,2,...,i-1}"""r:o'(,,)I=I{1, 2, ...,i-

-1}"""ÕÎ'("')I,ä) åñ"è j, < i, < ...< i. -ïî"ïûé ñïèñî" ý"å...åïòîâ i Å
Å [.1 òà"èõ, "òî Õî È) = 3, òî I {1, 2, ..., it -1} """ r:ol (1) I =

=j,(köè 1{1,2,...,it-1}"""XO\(2)I=i,(kJ (1<I<d).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîé Õî ïîëîæÈÌ âíà÷àëå

i 1 = 1 + Ll/Qoj.Qo + j, (k.) (1 < 1 < d),
òäå Lxj -íàèìåíüøåå öåëîå à òàêîå, ÷òî à > õ, è oèðåäåëèì
Õî Èä = 3 (1 < 1 < d). Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (10) j, > Qo,
j..,,+l -i.." > 2Qo (1 < à < d/Qo -1) è. -i. > Qo. Ïóñòü
ôóíêöèÿ Õî ïðèíèìàåò Qo çíà÷åíèé 1 â èíòåðâàëå {1, ..., j, -1}
(ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì), ïî Qo çíà÷åíèé 1 è Qo âèà÷åíèé 2 â êàæ-
äOì è3 èíòåðâàëîâ {i.", + 1, ..., i.",+J (1 < à < d/Qo -1)
òàê, ÷òî â êàæäîì è3 ýòèõ èíòåðâàëîâ âñå 2-çíà÷åíèÿ ëåæàò ëåâåå
âñåõ 1-çíà÷åíèé è, íàêîíåö, Qo çíà÷åíèé 2 â èíòåðâàëå {i. +
+ 1, ..., .}. Äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ i ïoëàãàåì Õî È) = 0. Íåïo-
ñðåäñòâåíío ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òo ôóíêöèÿ Õî îáëàäàåò ñôoðìóëèðo-
"àííûìè âûøå ñâîéñòâàìè ã), ä) (åäèíñòâåííoâ íåòðèâèàëüíîå
ðàâåíñòâî I {1, 2, ..., it -1} """ r:ol (2) I = i, (k.) âûòåêàåò è3

1 {1, 2, ..., it -1}"""r:ol (1)1 =j, (kä,cBOÉCTBai, (k.) -j, (kJ=
= q (k.) = Qo è âûïîëíÿþùåãîñÿ ïî ïoñòðoåííþ ñîîòíîøåíèÿ I {1,
2, ..., it -1} n r:ol(1) I = 1 {1, 2, ..., it -1}nr:ol (2)! + Qo).

Ïóñòü òåïåðü i î ""' i (Õî). Îïðåäåëèì èî = {i~, ..., i:} ~
~ {i;, i;, ..., i;,+J (i~ < ...< i:) òàê, ÷òîáû i;, = imo. (â 03-
ìoæíoñÒÜ òàêoÃO âûáîðà îáåñïå÷èâàåòñÿ ñâîéñòâîì á». Ïóñòü
Õî Å Ñ" îïðåäåëåíà ïî Õî â ñîîòâåòñòâèí ñ ïðàâèëîì (9). Òîãäà
â ñèëó ñâîéñòâà à) òÎ÷êà (Ð ",. "" èî) ïîêðûâàåòñÿ õîòÿ áû îäíèì
è3 ìíoæåñòâ B1med, 1 (À) Å Ilo. Ïîêàæåì, ÷òo ýòî íåâo.ìoæío.
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Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ái, 1 (À) ïîêðûâàåò òî÷êó (Fv, Õ' V), ÒÎ i Å
Å V, õ (i) * î è ðîâíî îäèí èç äâóõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà supp (Õ),
îòëè÷íûõ îò v -õ-1 (Õ (i», ïðèíàäëåæèò À. Îáîçíà÷èì èï ~

~ v î -Xo1 (ï) (ï Å{1, 2,3}).
Åñëè Õî {imed) (=Õî (jo» Å {1,2} è {1,2,3} = {Õî (imed), ï, "

ï'}, ÒÎ, â ñèëó ñâîéñòâ â), ã), Un è Un' ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òî-
ìó æå êëàññó ýêâèâàëåíòéîñòè îòíîøåíèÿ ~, à èìåíéî, êëàññó
Rj, ãäå j = I {1,2, ..., jo- 1} "" õo1 (ï) I {= I {1,2, ..., jD -

-1 ,-1} "" õî (ï) I ). Ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ ~ ýòî îçíà÷àåò"
÷òî íè îäíî À òàÊÎå, ÷òî áimed,1 (À) Å Äî, íå ìîæåò ñîäåðæàòü.
ðîâíî îäèí È3 äâóõ ýëåìåíòîâ Un è Un'. Åñëè æå Õî (imed) = 3,
ò. å. jo = jl äëÿ íåêîòîðîãî l (1 < l < d), ÒÎ, â ñèëó ñâîéñòâ â),
ä)7'" Ul è è2 ïðèíàäëåæàò êëàññàì R;,(kl) è R;2(kl}. ñîîòâåòñòâåííî.

Îäíàêî ýòè êëàññû ñîâïàäàþò ïî ïîñòðîåíèþ, òàê ÷òî è â ýòîì ñëó-
÷àå íè îäíî À òàêÎå, ÷òî áillled,1 (À) Å Äî' íå ìîæåò ñîäåðæàòü

ðîâíî îäèí È3 äâóõ ýëåìåíòîâ Ul è è2.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì

tiroed < log2 q. Äîêàçàòåëüñòâî Îñíîâíîé ëåììû çàâåðøåíî. .
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